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図 1.1: Reedらにより行われた 0次元量子構造における離散的エネルギー準位の検出を行った実験の


















































E(N + 1) =
e2
2C




であるから、その差∆E は e2/C となる。温度が∆E よりも十分低ければ量子ドット内の電子数は






















図 1.4: Tamuraにより計算された単一量子ドットにおける capacitive energy。
このように量子ドットの研究に対する機運が高まる中、近年ほとんど球対称性を持つ InGaAs量子













図 1.5: Sugawaraらによる InAs/GaAs球状量子ドットの実験における断面 TEM像 39)。(a) 結晶成
長側面からの像。(b) 結晶成長面からの像。






































量子数 n、方位量子数 lとして (2n+ l)で決まることを見出した。さらに量子数は 0以上の整数値を
とるためQDOには多くの特徴的な縮退が生じ、その結果シェル構造を形成するが、その構造は原子






しかしながら 3次元 SQDにおけるこの UHF法の実行は、従来の 2次元ディスク状QDと全く異














































































































半径 Rの球の内部にドナーが密度 ρ( ρ > 0 )で一様に分布している場合を考えよう。このとき球の




















































(3R2 − r2) (2.6)
となる。
以上から、点 rに電荷 qが存在するときのエネルギーは r ≤ Rの場合
Ur≤R(r) = qVr≤R(r) =
ρ
60
q(3R2 − r2) (2.7)
r ≥ Rの場合





従って電子の電荷 q < 0であるために量子ドットの閉じ込めポテンシャルはドット内部で放物型 r2
で書けることが分かる。またドット外部では−1/rに従う。これはドナーの作る一様な電荷密度 ρか
ら決まるポアソン方程式




得られた閉じ込めポテンシャルエネルギーを図 2.2に示そう。量子ドットの半径をR = 1として、













F = −eE (2.10)


















































































































と書ける。以上の準備から、放物型球状量子ドットにおける一電子ハミルトニアン Hˆ0を極座標 (r, θ, ϕ)
を用いて


















































トニアンを記述できなくなる。このような場合は磁場の印加されている軸に対して円筒座標 (ρ, θ, z)
でハミルトニアンを記述すると良い。









∇ ·A = 0






















































































































と書ける。固有関数 ψ(r) = R(r)Y (θ, ϕ)とおいて変数分離して解くと、その解が量子ドット軌道で
ある。これは動径方向の量子数 n、方位量子数 l、磁気量子数mを用いて


















となる。それぞれの量子数が n = 0, 1, 2, · · ·、l = 0, 1, 2, · · ·、−l ≤ m ≤ lの整数値をとることを考え
ると、量子ドット軌道が作るエネルギー準位は図 2.3に示すようになる。
図 2.3: 放物型球状量子ドットのシェル構造。
エネルギーが最も低い量子ドット軌道は、量子数 (n, l) = (0, 0)を持つひとつだけの軌道である。
我々は実際の原子に倣い、この量子ドット軌道を 1s軌道と名付けた。1s軌道の 1は下から数えたエ
18
ネルギー準位の順番であり、量子数 2n+ l + 1で表される。また sは軌道の量子化された軌道角運動
量 lが 0であることを意味し、l = 0, 1, 2, · · ·に対して s, p, d, · · ·とする。この命名の法則は原子と全
く同様であるが、原子の場合は動径量子数 na、方位量子数 laとしてエネルギー準位が na + la + 1で
決まることが量子ドット軌道と大きく異なる点である。
次のエネルギー準位は 1s軌道よりもエネルギーが h¯ω0 だけ高いところに出現し、それは量子数
(n, l) = (0, 1)を持つ 3つの縮退した軌道である。3つ縮退しているのは、方位量子数 l = 1である
ことから磁気量子数がm = −1, 0, 1を持つ独立な軌道が許されるためである。この 3つの軌道では






ト軌道のエネルギー準位が 2n+ l + 1で決まるためである。軌道角運動量 l = 0で最もエネルギーの
低い軌道は (n, l) = (0, 0)の 1s軌道であり、その次にエネルギーの低い s軌道は量子数 (n, l) = (1, 0)
を持つことになる。ところが量子ドット軌道のエネルギー準位は 2n + l + 1で決まるため、量子数
(n, l) = (1, 0)の軌道は下から 3番目のシェルに属することになり、2p軌道と同じエネルギー準位を
取ることはできない。このため、球状量子ドットにおける 2番目のシェルに軌道角運動量 l = 0の軌
道が存在しないのである。一方原子の場合は原子軌道のエネルギー準位が na + la + 1で決まること




ギー間隔をあけて現れ、その準位は 2n + l + 1 = 2で揃う。従ってここでは量子数 (n, l) = (1, 0)を






























HΨ = εΨ (2.36)
20
ここでΨはハミルトニアンHに対して固有状態（エネルギー）εを持つ関数で波動関数といわれる。
Hは一体エネルギー部分H0と電子間の相互作用部分 V (r, r′)に分けられ以下のように書かれる。
H = H0 +
∑
i<j

































































































































































































j (1)dτ(1) = δij (2.51)











































































































































































































fα(1) = H0 +
Nα∑
j




fβ(1) = H0 +
Nβ∑
j

































































F αCα = SCαεα (2.72)


































であった。xy平面内のドットの半径を lxとすると ω0 = 1/l2x、また z方向のドットの高さを lzとする















































































17)。その結果を図 2.6の左に示す。彼らは閉じ込めポテンシャル h¯ω0 = 3.37[meV]の量子ドットを
想定した。これは半径 183.7A˚の量子ドットに相当する。印加された磁場は 0から 5[T]であり、最大






子ドットにおける最大の量子数 (n, |m|) = (3, 1)までを用いた。この基底関数系は全部で 12の基底













図 2.7: 左：Fujitoらが行ったゼロ磁場下の擬 2次元ディスク状量子ドットに対するUHF計算による
化学ポテンシャルµ(N)28)。振動子長 lz = 4.95nmを固定し、(a) lx = 49.5nm、(b) lx = 19.8nm、(c)
lx = 7.425nmの 3つの大きさの量子ドットについて計算を行った。右：我々が計算した擬 2次元ディ





は Fujitoらが計算した放物型擬 2次元ディスク状量子ドットにおけるUHF計算の結果 28)との比較
を行う。彼らはディスク状の量子ドットに対して縦方向と動径方向の両方について放物型の閉じ込め
ポテンシャルを仮定し、ゼロ磁場における多電子基底状態を研究した。その結果得られた化学ポテン
シャルµ(N) = E(N)−E(N − 1)を図 2.7に示す。彼らは縦方向の特性振動子長を lz = 4.95nmに固
定し、ディスク面内の特性振動子長 lxを (a) 49.5nm、(b) 19.8nm、(c) 7.425nmとして計算を行った。













元球対称場で出現する軌道角運動量 lおよびその和 L =
∑
liについては従来ほとんど考慮されたこ



































のように書ける。この演算子の固有値は l(l + 1)となり、一電子の軌道角運動量 lを求めることがで

































角運動量の z成分を与える演算子 lˆzi の期待値 〈lˆzi〉 = lzi はmと定義され、磁気量子数と呼ばれる。
また lˆxiと lˆyiから以下のような演算子を作ることができる。
lˆ+i = lˆxi + ilˆyi (2.82)
lˆ−i = lˆxi − ilˆyi (2.83)
lˆ+i および lˆ
−
i は、方位量子数 l、磁気量子数mを持つ一電子波動関数 ψlmに作用して
lˆ±i ψlm =
√
(l ∓m)(l ±m+ 1)ψl,m±1 (2.84)
となる。これは作用した電子の lを変えずに磁気量子数を 1だけ昇降させる働きがあることを意味す










lˆzi · lˆzj +
∑
i<j
(lˆ+i · lˆ−j + lˆ−i · lˆ+j ) (2.85)




軌道角運動量 l = 2を持つ d軌道をふたつの同種スピンが占有している場合を考える。この状態は球
状量子ドットにおいては電子数N = 10のときに可能になる。それは図 2.8に示すように内殻が全て
占有された状態であり、最もエネルギーの高い 3d軌道に対して同じ向きのスピンを詰めたものであ
28






全電子波動関数が合成軌道角運動量の固有関数になっているならば固有値 L(L + 1)を持つ。Lは














lˆzi · lˆzj +
∑
i<j
(lˆ+i · lˆ−j + lˆ−i · lˆ+j ) (2.86)





を準備すれば、それは Lˆ2の固有関数になる。昇降演算子、例えば l+i · l−j は i番目の電子の磁気量子数
をひとつ上げ、j番目の電子の磁気量子数をひとつ下げる。従ってスレーター行列式を |mi,mj〉( mi,
mj は軌道角運動量 lを持つ軌道を占める電子の磁気量子数 )と書くと、それは昇降演算子によって
|mi + 1, mj − 1〉に変化する。これは元の行列式 |mi,mj〉ではあり得ないが、スレーター行列式の反
29
対称性を考慮すると、結局昇降演算子 l+i · l−j の作用によってスレーター行列式 |mi,mj〉は−|mi,mj〉
となる可能性がある。こうなるためにはmiとmj が隣り合う整数であることが必要だ。この条件は








| − 2,−1〉 12 −3
| − 2, 0〉 12 −2
| − 2, 1〉 8 −1
| − 1, 0〉 6 −1
| − 2, 2〉 4 0
| − 1, 1〉 10 0
|0, 1〉 6 1
| − 1, 2〉 8 1
|0, 2〉 12 2
|1, 2〉 12 3











(l ∓m)(l ±m+ 1)|m± 1〉 (2.87)
となる。ここで出現する係数
√
(l ∓m)(l ±m+ 1)は一般に整数になるとは限らないので、単一ス
レーター行列式に対する演算子 Lˆ2の期待値も整数にならない可能性がでてくる。しかし以下の計算
によって、元のスレーター行列式に戻る条件の下では必ずその係数が整数になることを示すことがで
きる。単一スレーター行列式 |mi,mj〉に対して l+i · l−j を作用させよう。すると
l+i · l−j |mi,mj〉 =
√
(l −mi)(l +mi + 1)
√
(l +mj)(l −mj + 1)|mi + 1, mj − 1〉 (2.88)
ここで作用後の行列式 |mi + 1, mj − 1〉が元の行列式 |mi,mj〉に従属した関数になるための条件は
mi = mj − 1 (2.89)
30
である。これを式 (2.88)に代入すると
l+i · l−j |mi,mj〉 =
√
(l −mj + 1)(l +mj)
√
(l +mj)(l −mj + 1)|mj ,mi〉 (2.90)
である。スレーター行列式は粒子の入れ替えに対して反対称であるから
|mj ,mi〉 = −|mi,mj〉 (2.91)
つまり
l+i · l−j |mi,mj〉 = −(l −mj + 1)(l +mj)|mi,mj〉 (2.92)





























ci〈Φj|Lˆ2|Φi〉 = L(L+ 1)cj〈Φj|Φj〉 (2.96)
となる。個々のスレーター行列式は直交しており、その関係はクロネッカーのデルタを用いて
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〈Φ1|Lˆ2|Φ1〉 〈Φ2|Lˆ2|Φ1〉 . . . 〈ΦN |Lˆ2|Φ1〉
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L1(L1 + 1) 0 . . . 0









−3 | − 2,−1〉





















| − 1, 1〉 − 2√
5
| − 2, 2〉 2√
5
| − 1, 1〉+ 1√
5

















| − 1, 2〉
2 |2, 0〉
3 |2, 1〉
表 2.2: 球状量子ドットにおける電子数N = 10の場合の Lˆ2の固有関数の解析解。3d軌道のうちのふた





前節で例として挙げた電子数N = 10で合成スピンが 1の場合について得られた固有関数を表 2.2
に示す。我々は演算子 Lˆ2の固有関数を展開する基底として表 2.1に示された 10の単一スレーター行
列式を採用した。その結果電子数N = 10の spin-triplet状態は一般に多スレーターで書かれ、さら
に合成軌道角運動量 L = 1の状態と L = 3の状態が可能であることが分かった。これらの状態をそ
れぞれ 3P、3Fと書く。この記法はRussell-Saunders結合と呼ばれ、系の状態を合成スピン角運動量
Sと合成軌道角運動量Lを用いて 2S+1Lと表記する方法である。3Pは S = 1、L = 1の状態を指し、
3F状態は S = 1、L = 3の状態を指す。
L = 1の状態は 3重に、L = 3の状態は 7重に縮退していることが分かる。これは合成軌道角運動
量Lの量子化軸への射影Lzが異なるだけであって、合成軌道角運動量Lが等しければ物理的に等価
な状態であるからである。一電子の軌道角運動量の場合と同様にLzはLを越えない範囲の整数値を






つの軌道の磁気量子数を変化させうる昇降演算子は l+i · l−j のように組となって作用するため、結果
として系全体の対称性を保ち、磁気量子数の和を保存させている。一方、3d軌道にふたつの電子を





我々はまた電子数N = 11、N = 15についても固有関数の導出を行い、その結果を 2.3、2.4に示
32







-3 | − 2,−1, 0〉





















| − 1, 0, 1〉 − 1√
5
| − 2, 0, 2〉 1√
5
| − 1, 0, 1〉+ 2√
5

















| − 2, 1, 2〉
2 | − 1, 1, 2〉
3 |0, 1, 2〉
表 2.3: 球状量子ドットにおける電子数N = 11の場合の Lˆ2の固有関数の解析解。3d軌道のうちの 3





-3 | − 2,−1〉





















| − 1, 1〉 − 2√
5
| − 2, 2〉 2√
5
| − 1, 1〉+ 1√
5

















| − 1, 2〉
2 |0, 2〉
3 |1, 2〉
表 2.4: 球状量子ドットにおける電子数N = 15の場合の Lˆ2の固有関数の解析解。3d軌道のうちの

















でこの困難を解決しよう。解が合成軌道角運動量 L、またその z成分 Lzを持つようにEHF(Φ)に束
縛項を付け加えた新しい汎関数EexUHF(Φ)を以下に提案する。
EexUHF(Φ) = EHF(Φ) + λ
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これを解くために、さらに exUHF汎関数を未定乗数 λおよび µで変分した条件式
δ
δλ
EexUHF(Φ) = 〈Φ|Lˆ2|Φ〉 − L(L+ 1) = 0 (2.102)
δ
δµ
EexUHF(Φ) = 〈Φ|Lˆz|Φ〉 − Lz = 0. (2.103)
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電子数N = 10の spin-tripletの系に適用する。このときの電子の占有状態は内殻の 1sおよび 2p軌道
が full-ﬁllingであり、最外殻の 3d軌道にふたつの向きの同じスピンが入っている。5つの 3d軌道の
うちから 2つを選ぶやりかたが 10通りあるため、10の独立なスレーター行列式が可能であり、それ
は表 2.1に示した通りである。exUHF法で与える束縛角運動量はこれらの 10のスレーター行列式の
持つ Lˆ2の期待値の 4、6、8、10、12が用いられた。我々は球状量子ドットの半径 l0を 5、10、15nm
と変化させた計算を行い、それを図 2.9に示した。
〈Lˆ2 = 12の状態は 4重に縮退している。この 4つのスレーター行列式は表 2.2に示されるように Lˆ2
の固有関数になっており、古典的には合成軌道角運動量ベクトルの大きさは同じであるがその向きが
異なる場合に対応している。従ってこれらは物理的には等価な状態にあたるため、等しいエネルギー
を持つことは妥当である。また 〈Lˆ2 = 6および 8の状態は 2重に縮退しているが、これらは Lˆ2の固
有関数になっておらず、エネルギーが縮退することについての物理的な意味は薄いと考えられる。
〈Lˆ2 = 12を与える 4つの状態は | − 2,−1〉、| − 2, 0〉、|2, 1〉、|2, 0〉である。これらは電子数N = 10
における全てのスレーター行列式のうち、最低エネルギーを与えている。物理的には 〈Lˆ2 = 12を与
える 4つの状態が正しい合成軌道角運動量を持った状態であり、それ以外は正しくない状態である。





図 2.9: exUHF法で求められた電子数N = 10、11、15、16の系における全てのスレーター行列式の














子数 n、方位量子数 lとして (2n+ l)で決まることを見出した。さらに量子数は 0以上の整数値をと
るためQDOには多くの特徴的な縮退が生じ、その結果シェル構造を形成するが、その構造は原子と





しかしながら 3次元 SQDにおけるこの UHF法の実行は、従来の 2次元ディスク状QDと全く異




























相関相互作用は、少ない電子系でのみ研究されている 44, 51)。Szafranは 2電子球状量子ドットの厳密
対角化を行い、相関効果を定量的に分析した 44)。また密度汎関数法による理論的な解析も行われて























図 3.1: Taruchaらによる 2次元ディスク状量子ドットにおける単電子トンネリングの実験 6)。(a)量
子ドットを流れる電流のゲート電圧に対する依存性。(b)電子数Nに対する電流ピーク値でのゲート
電圧の差分 (Addition energy)。


























µ(N) = E(N) −E(N − 1) (3.1)
さらに化学ポテンシャルの差を以下のように定義し、ゲート電圧の差∆Vg(N)を見積もる。
∆µ(N) = µ(N + 1)− µ(N) (3.2)







ドット軌道エネルギー εNi を与えた。またエネルギーの基準は 
s
nlmからゼロ点振動エネルギーの一部









E2 = E1 +  + J = 2+ J
E3 = E2 + 2 + 2J −K = 4+ 3J −K
E4 = E3 + 2 + 3J − 2K = 6+ 6J − 3K
E5 = E4 + 2 + 4J − 3K = 8+ 10J − 6K





i +N(N − 1)J − [N↑(N↑ − 1) +N↓(N↓ − 1)]K (3.4)
40
となる。これらの全エネルギーEN を用いて化学ポテンシャル µ(N) = E(N) − E(N − 1)を計算す
ることができる。さらにその差∆µ(N) = µ(N + 1)− µ(N)をとることで化学ポテンシャルの差が得
られ、N 電子状態の安定性を議論することができるようになる。
我々は電子数N = 41までの全エネルギーの解析的表現を求め、表 3.1に示した。またその数値的
な結果を図 3.2に示す。数値計算では我々は放物型ポテンシャルを持つGaAs球状量子ドットを仮定
し、その半径を l0 = 5nm( 0.5a∗B)であるとした。ここで a∗B は有効 Bohr半径 98.964A˚である。直
接Coulomb反発 J は J ∼ e2/(κsl0)であるとし、閉じ込めポテンシャル s ∼ h¯ω0の半分であるとし
た。これは後述するように半径 5nmの量子ドットについて h¯ω0/J ∼ a∗B/l0 ∼ 2の関係が成立するた
めである。さらに我々は交換相互作用Kの大きさが Jの 1/5であるとした。これはUHF計算におい
て得られた電子間相互作用の値から経験的に決められた。
図 3.2: 単純占有モデルによって見積もられた化学ポテンシャルの差∆µ(N) = µ(N + 1)− µ(N)を
示す。ここで電子間の相互作用が一定値をとるとし、スピン占有ではフントの第一法則を仮定した。
我々は特性振動子長 5nmの球状量子ドットを想定し、閉じ込めポテンシャルと電子間相互作用の比
を h¯ω : J : K = 10 : 5 : 1であるとした。









+ J −Kであり、また他の電子数における∆µ(N)に が含まれない。いま  = 2J、そして J = 5K
としているため、主要ピークの大きさはK を単位として 14になる。従って主要ピークの大きさが

























































































= 2 : 1 (3.13)









表 3.1: 単純占有モデルにより計算された球状量子ドットの全エネルギー E(N)、化学ポテンシャル
µ(N)化学ポテンシャルの差∆µ(N)を示す。またそのときの upスピンと downスピンの数も同時に
示した。
N E(N) µ(N) ∆µ(N) up spin down spin
1   J 1 0
2 2+ J + J + J −K 1 1
3 4+ 3J −K 2+ 2J −K J −K 2 1
4 6+ 6J − 3K 2+ 3J − 2K J −K 3 1
5 8+ 10J − 7K 2+ 4J − 3K J + 2K 4 1
6 10+ 15J − 8K 2+ 5J −K J −K 4 2
7 12+ 21J − 10K 2+ 6J − 2K J −K 4 3
8 14+ 28J − 13K 2+ 7J − 3K + J −K 4 4
9 17+ 36J − 17K 3+ 8J − 4K J −K 5 4
10 20+ 46J − 22K 3+ 9J − 5K J −K 6 4
11 23+ 57J − 28K 3+ 10J − 6K J −K 7 4
12 26+ 69J − 35K 3+ 11J − 7K J −K 8 4
13 29+ 81J − 43K 3+ 12J − 8K J + 4K 9 4
14 32+ 94J − 47K 3+ 13J − 4K J −K 9 5
15 35+ 108J − 52K 3+ 14J − 5K J −K 9 6
16 38+ 123J − 58K 3+ 15J − 6K J −K 9 7
17 41+ 139J − 65K 3+ 16J − 7K J −K 9 8
18 44+ 156J − 73K 3+ 17J − 8K J −K 9 9
19 47+ 174J − 82K 3+ 18J − 9K J 10 9
20 50+ 193J − 91K 3+ 19J − 9K + J −K 10 10
21 54+ 213J − 101K 4+ 20J − 10K J −K 11 10
22 58+ 234J − 112K 4+ 21J − 11K J −K 12 10
23 62+ 256J − 124K 4+ 22J − 12K J −K 13 10
24 66+ 279J − 137K 4+ 23J − 13K J −K 14 10
25 70+ 303J − 151K 4+ 24J − 14K J −K 15 10
26 74+ 328J − 166K 4+ 25J − 15K J −K 16 10
27 78+ 354J − 182K 4+ 26J − 16K J + 6K 17 10
28 82+ 381J − 192K 4+ 27J − 10K J −K 17 11
29 86+ 409J − 203K 4+ 28J − 11K J −K 17 12
30 90+ 438J − 215K 4+ 29J − 12K J −K 17 13
31 94+ 468J − 228K 4+ 30J − 13K J −K 17 14
32 98+ 499J − 242K 4+ 31J − 14K J −K 17 15
33 102+ 531J − 257K 4+ 32J − 15K J −K 17 16
34 106+ 564J − 273K 4+ 33J − 16K J −K 17 17
35 110+ 598J − 290K 4+ 34J − 17K J −K 18 17
36 114+ 633J − 308K 4+ 35J − 18K J −K 19 17
37 118+ 669J − 327K 4+ 36J − 19K J + 2K 20 17
38 122+ 706J − 344K 4+ 37J − 17K J −K 20 18
39 126+ 744J − 362K 4+ 38J − 18K J −K 20 19
40 130+ 783J − 381K 4+ 39J − 19K + J −K 20 20








ンシャルの差∆µ(N) = µ(N +1)−µ(N)。閉じ込めポテンシャルの特性振動子長 l0 = 5nm ∼ 0.5a∗B、
10nm ∼ a∗B、15nm ∼ 3a∗B/2であるものについてそれぞれの結果を△、○、◇で示した。また現れ
たピークにおけるシェルの占有状態は以下の通りである: a: full-ﬁlling of 1s-like QDO, b: half-ﬁlling
of 1p-like QDO, peak c: full-ﬁlling of 1p-like QDO, peak d: half-ﬁlling of 3d-like QDO, peak e:
full-ﬁlling of 3d-like QDO, peak f: full-ﬁlling of 2s-like QDO, peak g: half-ﬁlling of 1f-like QDO, peak










き可能なスピンの組み合わせは (↑, ↓)=(N, 0), (N − 1, 1), · · ·, (N/2− [N/2], [N/2])の [N/2] + 1通





図 3.3には多くの∆µ(N)のピークが出現していることが分かる。まず電子数 N = 2にピーク a
が現れており、電子状態は安定である。N = 2の時の可能なスピンの組み合わせは (↑,↓)= (2, 0)
の triplet状態、または (1,1)の singlet状態のふたつである。表 3.2に計算された基底状態の全エネル
ギーを spin-singlet状態と spin-triplet状態についてそれぞれ記した。全ての場合について spin-singlet
状態のエネルギーが低いため、基底状態は spin-singletであり閉殻構造をとる。この時の電子配置は
(1s)2である。
表 3.2: 電子数N = 2における合成スピン Sに対する全エネルギーの計算結果。
振動子長 l0(nm) singlet(meV) triplet(meV) ω0(meV)
5 154.68 194.21 45.49
10 43.07 51.56 11.37
15 21.04 24.22 5.05
図 3.4: スピン占有状態とピークの意味。
次にN = 5で出現するピークbにおける電子状態は、1s軌道が full-ﬁlledかつ 2p軌道がhalf-ﬁlledと
なった。図から合成スピンS = 3/2をとる spin-quintet状態であることが分かる。同様にしてN = 8
で出現するピーク cでは電子配置 (1s)2(2p)6 の閉殻構造であり、N = 13で出現するピーク dでは
(1s)2(2p)6(3d)5で 3d軌道が half-ﬁlledとなっている。N = 18におけるピーク eでは (1s)2(2p)6(3d)10
の閉殻構造、N = 20におけるピーク fでは (1s)2(2p)6(3d)10(3s)2の閉殻構造、N = 27のピーク gで





の閉殻構造、N = 37のピーク iでは (1s)2(2p)6(3d)10(3s)2(4f)14(4p)3の 4p-half-ﬁlled状態である。こ
のように∆µ(N)においてピークが現れる電子数では、合成スピン Sの値が S = 0であるか、または
極大値をとる。合成スピンSを考慮するとS = 0の場合に出現するN = 2、8、18、20、34、40にお
けるピークが主要ピークであり、Sが極大値をとるN = 5、13、19、27、37が 2次ピークであると
考えられる。各ピークにおける電子状態における量子ドット軌道エネルギーを図 3.5に示す。
また示された合成スピン Sの電子数依存性から、シェル占有は次のように行われることが分かっ
た: シェルはまず 2種類のスピンのうち 1種類だけで占有が行われる。シェルが half-ﬁlledになった
ときに最外殻の軌道はただ 1種類のスピンで揃い、合成スピン Sは極大値をとる。その後は残りの
種類のスピンによる占有が行われ、Sは小さくなってゆく。N = 5, 13, 19, 27, 37の 2次ピークは、





先に述べた単純占有モデルで予測された主要ピークはN = 2、8、20、40に、また 2次ピークは
N = 5、13、19、27、37に現れていた。exUHF法で計算された 2次ピークの出現位置は単純占有モ
デルの予測と一致するのに対し、主要ピークにおいては単純占有モデルでは予測されていなかった







の縮退は外れ、3s軌道のエネルギー準位は 8.626h¯ω0となり 3d軌道のエネルギー準位 8.521h¯ω0より




















〈r2〉 = 1.38a∗Bとなることが分かった。これは元々半径の大きな 3s、3d軌道が電子間反発による
エネルギー上昇を緩和するために軌道が外側にシフトしていることを表している。
























振動子長 15nmの球状量子ドットにおける∆µ(N)における主要ピークの値はN = 2で 1.53h¯ω0であ






























図 3.8: 特性振動子長 l0を変えた場合に化学ポテンシャルの差∆µ(N)に見られるピークの大きさの
変化 δµpeak。
電子数Nを大きくしたときに∆µ(N)が小さくなる性質は単純占有モデルでは見られなかった。こ
れに対し図 3.3における同じ電子数N について、球状量子ドットの特性振動子長 l0が大きくなると
∆µ(N)も大きくなる性質についてはどうであろうか。例えば電子数N = 2の場合、l0 = 5nmの球状
量子ドットが持つピークの大きさ 1.19h¯ω0に対して l0 = 15nmのものでは 1.53h¯ω0のピークが立って
おり、l0と共にピークも高くなることが分かる。電子数N = 8についても同様に、l0 = 5nmにおける
∆µ(8) = 1.05h¯ω0に対して l0 = 15nmにおける∆µ(8) = 1.19h¯ω0と同じ傾向を示している。単純占有
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∆µpeak = + J −K (3.15)
と書かれた。ここで図 3.3が閉じ込めポテンシャル h¯ω0で規格化されていることに注目し、
δµpeak = 1 +
J −K

 1 + J −K
h¯ω0
(3.16)
と定義する。ここで式の導出には近似  ∼ h¯ω0を用いた。シェルのエネルギー間隔 h¯ω0は式 (3.6)よ
り 1/l20に比例し、また電子間相互作用 J およびKは式 (3.11)より 1/l0に比例する。これらを用いて
規格化されたピーク値 δµpeakは以下のようになる。
δµpeak  1 + l0 (3.17)
これは h¯ω0でスケールされた化学ポテンシャルの差∆µ(N)は、量子ドットの特性振動子長 l0 に正
に線形の依存性を持つことを意味している。我々は N = 2、8、20の量子ドットについて図 3.8に
∆µ(N)の l0依存性を表した。N = 2および 8については式 (3.17)で述べた通りの傾きが正である線
形性を持っている。
同図でN = 20における l0依存性が正の傾きになっていない理由は、3d軌道と 3s軌道の偶然縮退
の解離が関係している。このときのそれぞれの軌道エネルギーの模式図を図 3.9に示す。単純占有モ




∆µ(20) = − Ξ + J −K (3.18)
となる。ここで 3d軌道と 3s軌道のエネルギー差 Ξは電子間相互作用の効果により出現するもので










∼ 1− (ξ − 1)l0. (3.19)
となる。ただし ξはΞの l0に対する比例係数である。
この関係式 (3.19)より、ξ ≥ 1の場合に∆µ(20)は l0に傾きが負であるような線形依存性を示すと
言える。
最後に関係式 (3.12)によって示されている電子間相互作用と閉じ込めポテンシャルの大きさの比
を見積もる指標  ∼ 1/l20、J、K ∼ 1/l0の妥当性を∆µ(N)の大きさ依存性から確かめておく。特性
振動子長がそれぞれ l0 = 5nm、10nm、15nmの球状量子ドットについて電子数N = 2における化学
ポテンシャルの差∆µ(2)の値を計算したものを表 3.3に示す。ただし交換相互作用については解析的
50
図 3.9: 電子数N = 20における各軌道 3d、3sおよび 4fの軌道エネルギーの位置関係の模式図。
表 3.3:  ∼ 1/l20、J、K ∼ 1/l0の関係を用いた∆µ(2)の見積もり。J ∼ 5Kであると仮定し、また有
効原子単位系で数値を表記した。
振動子長 l0  ∼ 1/l20 J ∼ 1/l0 K ∼ J/5 δµ(2) = (+ J −K)/ δµ(2)/δµ(2)l0=1
0.5 4 2 0.4 1.4 0.778
1.0 1 1 0.2 1.8 1
1.5 0.444 0.667 0.133 2.2 1.222
な関係式が存在しないため、J ∼ 5K であると仮定した。まず振動子長 l0に対して閉じ込めポテン
シャル 、Coulomb反発 J および交換相互作用Kを有効原子単位で見積もった。そこから化学ポテ
ンシャルの差 δµ(2)を単純占有モデルにおける表式  + J −Kを で規格化することにより求めた。
最後の列は見積もられた値をさらに l0 = 1における δµ(2)で規格化したものである。
これを実際の exUHF計算で算出された化学ポテンシャルの差と比較した結果を表 3.4に示す。ま
ず数値的に得られた∆µ(2)のピークの大きさを δµexUHF(2)とおき、さらにそれを上と同様に l0 = 1
において得られた δµexUHF(2)l0=1で規格化した。
表 3.4: 表 3.3で算出された δµ(2)/δµ(2)l0=1と、exUHF計算で得られたピークの値の比較。
振動子長 l0 δµexUHF(2) δµexUHF(2)/δµexUHF(2)l0=1 δµ(2)/δµ(2)l0=1
0.5 1.19 0.875 0.778
1.0 1.36 1 1
1.5 1.53 1.125 1.222
この表から l0 = 0.5における規格化された化学ポテンシャルの差が exUHF計算では 0.875である
のに対して、関係式 (3.12)からは 0.778を与え、およそ 10%の誤差に留まっている。また l0 = 1.5に















経験則である。一方、例えば電子数N = 10を持つ spin-tripletであるような球状量子ドットを考え
たとき、合成軌道角運動量演算子 Lˆ2の固有関数がL = 1を持つ 3P状態と L = 3を持つ 3F状態に分






| − 1, 1〉 − 2√
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| − 1, 1〉 − 2√
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く tripletであるが、合成軌道角運動量 Lは異なる。ところが 3Pと 3Fのふたつの状態は独立した異




本節ではまず特性振動子長 l0 = 10nmの球状量子ドットについて、電子間相互作用がない場合の


















































|Φa〉 = |ψα1aψβ1aψα2aψβ2a · · ·ψαnαaψαa1ψαa2〉 (3.23)
|Φb〉 = |ψα1bψβ1bψα2bψβ2b · · ·ψαnαbψαb1ψαb2〉 (3.24)
のように定義する。それぞれの軌道 ψiaおよび ψibについては、ΦaおよびΦbが独立した過程により
求められることから、厳密に 〈ψia|ψjb〉 = δijが成立しているとは言えないことに注意する (ただし同
じスレーター行列式の中のふたつの軌道 ψiaと ψjaについては 〈ψia|ψja〉 = δijが成立する)。
このように異なる行列式間の量子ドット軌道は互いに直交しないが、行列式同士であればそれら
は直交する。これは 3d軌道を占有していてΦaとΦbで異なる軌道 ψαa1 , ψ
α
a2



















































































































〈Ψ|Hˆ |Ψ〉 = (c∗a〈Φa| + c∗b〈Φb|)Hˆ(ca|Φa〉+ cb|Φb〉)
= |ca|2〈Φa|Hˆ |Φa〉+ |cb|2〈Φb|Hˆ|Φb〉+ c∗acb〈Φa|Hˆ|Φb〉+ cac∗b〈Φb|Hˆ |Φa〉 (3.28)
3.5.2 演算子 Lˆ2の固有関数の全エネルギーの比較





図 3.10: 異なる 3種の方法で見積もられた演算子 Lˆ2の固有関数の全エネルギースペクトル。(a) 量
子ドット軌道を Hˆ0の固有関数で与え、さらに全エネルギー計算についても Hˆ0を用いた。(b) 量子
ドット軌道は Hˆ0の固有関数で与えるが、全エネルギー計算については電子間相互作用を考慮したハ





































その結果 3つの 3P状態と 7つの 3F状態は分離し、合成軌道角運動量に対する縮退が解ける。ふた
つの状態のエネルギー差は 0.06h¯ω0になる。(b)では (a)と同じ波動関数を用いているにも関わらず、
ふたつの状態 3Pと 3Fは (a)では縮退し、(b)では縮退していない。多体ハミルトニアン Hˆが一体ハ
ミルトニアン Hˆ0と相互作用項 V の和で表されることを考えると、Lˆ2の固有関数Ψを構成するふた
つのスレーター行列式のエネルギー期待値はそれぞれ
〈Φa|Hˆ |Φa〉 = 〈Φa|Hˆ0|Φa〉+ 〈Φa|V |Φa〉
〈Φb|Hˆ|Φb〉 = 〈Φb|Hˆ0|Φb〉+ 〈Φb|V |Φb〉 (3.31)
とできる。このとき両者の一体エネルギー部分は等しく、それをE0として





例として Lz = 0におけるΨの全エネルギーを形式的に書き下してみよう。式 (3.28)を用いると
〈Ψ|Hˆ |Ψ〉 = |ca|2〈Φa|Hˆ|Φa〉+ |cb|2〈Φb|Hˆ |Φb〉+ c∗acb〈Φa|Hˆ |Φb〉+ cac∗b〈Φb|Hˆ |Φa〉 (3.33)
である。3P状態については (ca, cb) = (1/
√











〈Φb|V |Φb〉 − 4
5
〈Φb|Hˆ |Φa〉 (3.34)









表 3.5: 図 3.10(b)で数値計算により見積もられた積分値。E0はスレーター行列式 Φ0に対する一体
ハミルトニアン Hˆ0の期待値。
行列要素 エネルギー期待値 (meV) Lz
〈−1, 0|Hˆ| − 1, 0〉 578.085 −1.00
〈−2, 1|Hˆ| − 2, 1〉 577.953 −1.00
〈−1, 0|Hˆ| − 2, 1〉 −0.32423
〈−1, 1|Hˆ| − 1, 1〉 577.820 0.00
〈−2, 2|Hˆ| − 2, 2〉 578.218 0.00
〈−1, 1|Hˆ| − 2, 2〉 −0.26473
〈0, 1|Hˆ|0, 1〉 578.085 1.00
〈−1, 2|Hˆ| − 1, 2〉 577.953 1.00
〈0, 1|Hˆ| − 1, 2〉 −0.32423
E0 284.346
ここで関係式 (3.32)および行列式間相互作用のエルミート性
〈Φa|Hˆ |Φb〉 = 〈Φb|Hˆ |Φa〉 (3.36)
を用いた。以上から、3P状態と 3F状態の全エネルギーの差は
E(3P)− E(3F) = 3
5




実際の数値計算において得られた値を表 3.5に示しておく。計算された 3P状態と 3F状態のエネル





状態のエネルギーは E(3P) = 48.053h¯ω0、E(3F) = 48.003h¯ω0となり、そのエネルギー差は 0.05h¯ω0
である。
この計算は (b)に対してそれぞれのスレーター行列式のエネルギーの緩和を考慮したことに相当









態は ∆ = 9.0 × 10−5 程度のばらつきを持つ。同様に 3P状態間に現れるエネルギーのばらつきは
56
∆ = 1.0× 10−4となる。しかしながら 3P状態と 3F状態間のエネルギー差 0.05に比してこのばらつ
きは十分に小さいと言え、従って 3F状態のエネルギーが 3P状態よりも低くなるという計算の結果
は信頼性があり、3F状態がこの場合の基底状態であると結論できる。
特性振動子長 l0 = 10nmの球状量子ドットにおける電子数N = 11の場合について、図 3.10(c)と同
様に exUHF計算で得られた全ての Lˆ2の固有関数の全エネルギースペクトルを示す。電子数N = 10
の場合は spin-triplet状態であったが、この場合は spin-quintet状態であり、Lˆ2の固有状態は 5Pと 5F
である。。合成スピン角運動量が異なる系であるにも関わらず、得られたエネルギースペクトルはこ
れまでと同様に 5F状態が 5P状態よりもエネルギーが低く、その差は 0.049h¯ω0となる。またそれぞ
れの状態でエネルギーにばらつきがあり、その程度は 5F状態については∆ = 1.0× 10−4、5P状態に
ついては∆ = 9.0× 10−5となる。これは 5Pと 5Fの状態間のエネルギー差よりもずっと小さいため、
N = 10電子系と同様に 5F状態がこの場合の基底状態であると結論できる。
図 3.11: 振動子長 10nmの球状量子ドットでの電子数N = 11状態における Lˆ2の固有関数の全エネ
ルギースペクトル。
この節では最大の合成スピン角運動量 Sを持つが合成軌道角運動量 Lは異なるふたつの状態のエ
ネルギーを比較した。その結果 3Pと 3Fの比較によって 3F状態が基底状態であることが分かり、5P
と 5Fでは 5F状態が基底状態になることを導いた。P状態は合成軌道角運動量L = 1を持ち、F状態






前節で示された l0 = 10nmの球状量子ドットで成立するフントの第二法則は、特性振動子長 l0ま
たは電子数N が変わっても成立するのであろうか？我々は l0を変化させたとき、Lˆ2の固有関数のエ
ネルギー差E(2S+1P)− E(2S+1F)がどのように変わるかを図 3.12に示した。





は対角項 〈Φa|Hˆ |Φa〉および非対角項 〈Φa|Hˆ|Φb〉からなる。これを閉じ込めポテンシャル h¯ω0で規格
化する。関係式 (3.12)から h¯ω0  1/l20、また電子間相互作用は 1/l0を用いると、対角項に占める
一体エネルギー部分はほとんど定数であり、また対角項の残りの電子間相互作用部分および非対角項









































子ドット内のエネルギー準位と電極のFermiエネルギーの関係の模式図。(b) 電流 I(Vg, B)の磁場依
存性。赤い部分は電流が多く流れている領域 (I > 10pA)であり、暗青色の部分はほとんど電流が流














状態のHOMO; Highest Occupied Molecular Orbital)だけが共鳴トンネリングに寄与する。このとき
電流 I(Vg, B)は最高準位の共鳴電流しか流れないため、そのプロットは線状となる。一方ソース・ド
レイン間のバイアス Vsdが大きければ、電子は空軌道のエネルギー準位を利用して共鳴トンネリング
を行うことができるため、いくつもの共鳴準位を介して電流 I(Vg, B)が流れ、それは図 4.1(b)に示
すように帯状となる。ここでは Vsd = 3meVが印加されている。それぞれの帯の最も下の部分は基底
状態のHOMOに起因する電流を意味し、その上は励起状態のエネルギー準位を介して流れる電流を





下から 2番目のシェルにおける spin-singletから spin-tripletへの転移、四角については 4/6 ﬁllingで
ある 3番目のシェルにおける spin-tripletから spin-singletへの転移、菱形は合成スピンを変えない軌




















∇ ·A = 0 (4.2)





























































































来持つ球対称性が崩れることから、系を円筒座標系 (ρ, θ, z)で記述するのが便利である。この時の一
電子ハミルトニアンは


















































我々は磁場ωc = 1.5ω0において一電子準位が規則的に整列し、新しい殻構造 S2を作っていることを
見出した。ここではシェル間のエネルギー差がゼロ磁場における殻構造S1のものの 1/2であり、等し
いエネルギー間隔でシェルが整列している。さらに我々は ωc = 2.67ω0においてシェル間隔が h¯ω0/3
となる新たな殻構造 S3、ωc = 3.75ω0のときシェル間隔が h¯ω0/4となる S4を見出した。
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このような新しい殻構造が出現する条件を調べよう。ある磁場 ωcの下でふたつの異なる量子数を








































(2[nc − n′c] + |m| − |m′|) + ω0 (lc − l′c) +
ωc
2








































































磁場の印加によって必ず軌道 (000)と (0− 10)が最下部の 2準位を占めることに注目しよう。つま
り全ての軌道がゼロ点振動を除いて、0−10 − 000の整数倍の軌道エネルギーを持てばよい。計算す
ると
0−10 − 000 = q − p√








q − pn +
q|m|+ pm
q − p +
√
q2 − p2












q − p =
−q + p
q − p m = −m > 0 (4.16)
のように磁気量子数の係数は整数となるため、求める条件は 2q/(q − p), (q + p)/(q − p) および√
q2 − p2/(q − p)が全て整数となることである。
この条件をもとに計算した ωcを表 4.2に示す。この表からゼロ磁場におけるシェル構造につける










(k2 + 1)n+ k2m + kl
]
+








(k2 + 1)n−m+ kl
]
+























表 4.1: 新しい殻構造が出現するような ωcの列。その時の有理数比 q/pと、各量子数 n, m, lの値も
共に記す。特に z軸方向の量子数 lの係数が整数 kとなっていること、また磁気量子数の係数が k2、
動径量子数の係数が k2 + 1となっていることに注目したい。
ωc(ω0) p q
√
q2 − p2 2q/(q − p) (q + p)/(q − p) √q2 − p2/(q − p)
1.5000 3 5 4.000 5.000 4.000 2.000
2.6667 4 5 3.000 10.000 9.000 3.000
3.7500 15 17 8.000 17.000 16.000 4.000
4.8000 12 13 5.000 26.000 25.000 5.000
5.8333 35 37 12.000 37.000 36.000 6.000
6.8571 24 25 7.000 50.000 49.000 7.000
7.8750 63 65 16.000 65.000 64.000 8.000
8.8889 40 41 9.000 82.000 81.000 9.000
9.9000 99 101 20.000 101.000 100.000 10.000
10.9091 60 61 11.000 122.000 121.000 11.000
11.9167 143 145 24.000 145.000 144.000 12.000
12.9231 84 85 13.000 170.000 169.000 13.000
13.9286 195 197 28.000 197.000 196.000 14.000
14.9333 112 113 15.000 226.000 225.000 15.000
15.9375 255 257 32.000 257.000 256.000 16.000
16.9412 144 145 17.000 290.000 289.000 17.000
17.9444 323 325 36.000 325.000 324.000 18.000
18.9474 180 181 19.000 362.000 361.000 19.000
19.9500 399 401 40.000 401.000 400.000 20.000
20.9524 220 221 21.000 442.000 441.000 21.000
21.9545 483 485 44.000 485.000 484.000 22.000
22.9565 264 265 23.000 530.000 529.000 23.000
23.9583 575 577 48.000 577.000 576.000 24.000
24.9600 312 313 25.000 626.000 625.000 25.000
25.9615 675 677 52.000 677.000 676.000 26.000
26.9630 364 365 27.000 730.000 729.000 27.000
27.9643 783 785 56.000 785.000 784.000 28.000
28.9655 420 421 29.000 842.000 841.000 29.000












ネルギー準位として現れる。次の (0− 10)はゼロ磁場における 2p軌道のうち、磁気量子数m = −1
を持つ軌道である。この軌道のエネルギーが他の 2p軌道よりも下であるのは、磁場による一次の項
の帰結mωc/2が量子ドット軌道エネルギーを下げるためである。次のシェルは軌道 (0− 20)と (001)
が交差することによってできる縮退したシェルである。さらにその上のシェルも同様に軌道 (0− 30)





図 4.5: 左: ωc = 1.5ω0付近における一電子軌道エネルギー。右: 磁場B = 1.5ω0における球状量子
ドットのシェル構造 S2。それぞれの数字は軌道の量子数 (nml)を表す。またそれらの軌道エネルギー
も併記した。
S2シェル構造における 3番目のシェルは軌道 (nc,m, lc) = (0, 0, 1)と (0,−2, 0)から構成される。図
4.4で見たように ωc = 1.5ω0付近では、磁場が大きくなると軌道 (0, 0, 1)のエネルギーは上昇し、軌
















i = N (4.23)
すなわち µ(N)はN 番目の電子の一電子準位 N である。これを図 4.6に示す。
図 4.6: 左: 電子間相互作用がない場合の S2シェル構造における電子数N = 5から 8までの化学ポ
テンシャル µ(N)。実線はN = 5、6における化学ポテンシャル µ(N)であり、点線はN = 7、8の
ものである。スピン占有状態を表している図は、下のものについてはN = 6、上のものについては
N = 7を示した。右: 磁場 ωc = 1.5ω0周辺における量子ドット軌道 (001)および (0− 20)の軌道エネ
ルギー。黒線は (001)、赤線は (0− 20)を示す。
電子数N = 5の場合の電子配置はωc < 1.5ω0では (0, 0, 0)2(0,−1, 0)2(0, 0, 1)1であり、ωc > 1.5ω0で
は (0, 0, 0)2(0,−1, 0)2(0,−2, 0)1となる。N = 6の場合は ωc < 1.5ω0では (0, 0, 0)2(0,−1, 0)2(0, 0, 1)2
であり、ωc > 1.5ω0 では (0, 0, 0)2(0,−1, 0)2(0,−2, 0)2 となる。N = 6のときのスピンの軌道交代
の様子は内挿図に示されている。電子間相互作用が存在しない場合、N = 5と N = 6の両者で最
外殻の軌道エネルギーは等しいため式 (4.23)から化学ポテンシャルは等しくなる。同様に N = 7
について電子配置が ωc < 1.5ω0では (0, 0, 0)2(0,−1, 0)2(0, 0, 1)2(0,−2, 0)1であり、ωc > 1.5ω0では
(0, 0, 0)2(0,−1, 0)2(0,−2, 0)2(0, 0, 1)1となる。N = 8では全てのωcについて(0, 0, 0)2(0,−1, 0)2(0, 0, 1)2
(0,−2, 0)2。最外殻の軌道エネルギーがN = 7とN = 8で等しいため、化学ポテンシャルも等しくな
る。このように化学ポテンシャルには１電子軌道エネルギーの構造を反映して微分不連続点が出現し、
また軌道エネルギーの交差に基づく占有軌道の交代が起こる。図 4.6右にはそれぞれの軌道 (0, 0, 1)
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によって電子間相互作用を考慮した場合の電子数N = 5から 8までの一電子準位の磁場依存性を示
す。ここで球状量子ドットの特性振動子長は l0 = 5nmであるとした。
まず系の電子数 N = 5の状態における軌道エネルギーを考えよう。ここでは最低準位 (000)が持
つ軌道エネルギーはおよそ 11h¯ω0以上の値を持つ。一方、電子間相互作用がない場合の図 4.5では最
低準位の軌道エネルギーは 1.75h¯ω0である。両者を比較することにより、一電子準位は電子間相互作
用によって大きく押し上げられていることが分かる。一電子準位の順番は下から (0, 0, 0)、(0,−1, 0)、
そして近いレベルの (0, 0, 1)と (0,−2, 0)、次に (0,−1, 1)、(0,−3, 0)となっており、電子間相互作用
がない場合の一電子準位の順番は、電子間相互作用によって変化しないことが分かる。
さらに図 4.4で見られた一電子準位の交差; 例えば軌道 (0, 0, 1)と (0,−2, 0)、および (0,−1, 1)と
(0,−3, 0)の交差は電子間相互作用の存在下でも見られる。しかしながらその交差が起こる磁場は電
子間相互作用がない場合のものとは異なる。図 4.4では軌道 (0, 0, 1)と (0,−2, 0)の交差はωc = 1.5ω0
において出現していたが、電子間相互作用の下では起こる軌道交差は ωc = 1.5ω0よりも小さい。こ
れは交差する軌道が受ける電子間反発の大きさの違いが原因である。軌道 (0, 0, 1)はゼロ磁場の下で
は 2p軌道に属しており、軌道 (0,−2, 0)は 3d軌道に属している。軌道の半径は (0,−2, 0)のほうが




図 4.7: 磁場による軌道交差点のシフト。(a) 弱磁場側にシフトする場合。(b) 強磁場側にシフトする
場合。
最外殻の軌道エネルギーが微分不連続になることは、図 4.6(b)における一体描像による予測と一




spinと down spinで異なっており、また up spin同士でも大きく異なる。例えば ωc < 1.3ω0におい
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て軌道 (000)を占有するふたつのスピンの軌道エネルギーが大きく分裂しているが、ωc > 1.3ω0か
らはほとんど縮退する。これに対して軌道 (0− 20)を占有するふたつのスピンの軌道エネルギーは、






ωc = 1.2ω0における交換相互作用を計算し、図 4.9(a)に示す。(001)-(0− 10)間に働く交換相互作
用は 0.944meVであるが、(000)-(001)間に働く交換相互作用は 3.390meVに達することが分かった。
一方、同じ軌道指数を持つ電子の空間的な分布は up spinについても down spinについても同程度で
あると考えられる。従ってこれら電子はスピンが upであるか downであるかによらず、他の電子か
ら同程度の直接Coulomb反発を感じるはずであるから、交換相互作用の大きさが大きいほど同じ軌
道指数を持つ down spinと up spinの軌道エネルギーの差が大きくなる。すなわち軌道 (000)では up
spinが最外殻の up spinから大きな交換相互作用を受けてエネルギーが下がるため、down spinの軌
道エネルギーの差が大きくなる。それに対して軌道 (0− 10)が最外殻の up spinから受ける交換相互
作用がそれほど大きくないため、(0− 10)に属する up spinと down spinの軌道エネルギーに大きな
違いが見られない。
また ωc = 1.4ω0における最外殻は軌道 (0 − 20)であり、これをひとつの up spinが占有する。こ
こで (0 − 20)-(0 − 10)間に働く交換相互作用は 3.469meV、(0 − 20)-(000)間に働く交換相互作用は
0.943meVである。従って軌道 (000)に属する up spin, down spinは共に近いエネルギーとなり、ま
た軌道 (0-10)では up spinと down spinの軌道エネルギーは大きく分裂する。この様子は図 4.9(b)に
示した。
ωc = 1.3ω0を境に、内殻における down spinの軌道エネルギーが不連続となっている。down spin
は up spinからの交換相互作用を受けないため、up spinの軌道交代による影響は小さい。この不連
続性の原因は、最外殻軌道が交代して起こった電子の分布の変化により、内殻軌道の down spinが最
外殻の電子から受けるCoulomb反発が変化したためであると考えられる。
図 4.8のN = 6において、最外殻の軌道占有は ωc = 1.13ω0までは (001)が full-ﬁlledで spin-singlet
状態 (S = 0)である。そこからωc = 1.35ω0までは (001)と (0− 20)が half-ﬁlledとなり高スピン状態
S = 1となる。それ以降は (0− 20)が full-ﬁlledとなり、spin-singletに戻る。内殻軌道で up spinと
down spinのレベルが異なるのは、N = 5の場合と同様に up spinが最外殻からの大きな交換相互作
用を受けるためである。その結果 up spinの軌道は同じ軌道指数を持つ down spinよりもエネルギー
レベルは下になる。
N = 7では最外殻のスピン占有状態は ωc = 1.18ω0までは (001)2(0 − 20)1)であり、そこからは
(0− 20)2(001)1となる。軌道交代によって (0− 20)が full-ﬁlledとなり軌道エネルギーが上昇するた
め、再び (001)と (0-20)の軌道交差が見られるのである。down spinは最外殻の up spinから交換相
互作用を受けないため、スピン軌道交換の前後で直接的な影響を受けず、それほど軌道のレベルは変
化しない。
N = 8においては閉殻構造をとるために up spinと down spinで軌道のエネルギーは等しく、また
軌道交代も発生しないために他で見られた一電子エネルギーの不連続点は存在しない。
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図 4.8: exUHF近似を用いて計算されたN = 5 ∼ 8電子における量子ドット軌道エネルギー準位の
磁場依存性。up spinについて占有軌道を●、非占有軌道を○とし、また down spinについて占有軌
道を▲、非占有軌道を△として示した。
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図 4.9: 電子数N = 5における、(a) ωc = 1.2ω0および (b) ωc = 1.4ω0での最外殻スピンと内殻スピ
ンの間に働く交換相互作用K。
4.3.3 化学ポテンシャル
図 4.10に半径 5nmの球状量子ドットについて、5電子から 8電子までの化学ポテンシャルの磁場依
存性を示した。電子間相互作用が考慮されていない場合の化学ポテンシャル (図 4.6)と比較すると、
電子間相互作用の影響で縮退が解け、また軌道の交代が複雑になることが分かる。
電子数N = 5の場合は軌道 (0, 0, 0)と (0,−1, 0)が full-ﬁlledであり、最外殻の (0, 0, 1)と (0,−2, 0)




z 成分 Lz は、B1 を境に Lz = −2から −4に変化する。電子数 N = 6の場合、最外殻をふたつ
の電子が占有する。磁場 B2 までは電子配置 (0, 0, 0)2(0,−1, 0)2(0, 0, 1)2 をとり、B2 から B3 までは
(0, 0, 0)2(0,−1, 0)2(0, 0, 1)1(0,−2, 0)1となる。このとき内挿図のように最外殻のスピンは平行となる。
磁場B3以降は電子配置 (0, 0, 0)2(0,−1, 0)2(0,−2, 0)2となる。この３つの状態における合成スピンは
それぞれ S = 0, 1, 0であるため、スピンの転移が; singlet-triplet-singlet transitionが起こっている
ことが理解される。B2から B3までの領域で最外殻において平行スピンとなっているのは、ふたつ
の軌道 (0, 0, 1)と (0,−2, 0)の軌道エネルギーが接近しており、spin-singletとなるよりも交換相互作
用によってスピンを揃えた方がエネルギー的に得であるためだ。電子数N = 7の場合は最外殻に 3
つの電子が存在し、磁場 B4までは電子配置 (0, 0, 0)2(0,−1, 0)2(0, 0, 1)2(0,−2, 0)1をとり、それ以降




相互作用の大きさに起因している。ここで電子数N = 5の場合に見られる軌道交代磁場 B1よりも、
電子数N = 7の場合に見られるB4のほうがより弱磁場側になっている。これは電子数が増えたこと
により電子間相互作用の割合が大きくなり、一電子準位がより上昇するためである。つまり電子数が
増えたことにより軌道 (0, 0, 1)のエネルギーは軌道 (0,−2, 0)よりもさらに押し上げられる。従って
電子数が多いときのほうが、軌道交代は弱磁場で見られるのである。
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図 4.10: S2シェル構造における化学ポテンシャル µ(N)の磁場依存性。B1, B2, B3, B4は最外殻の軌

















S2シェル構造における第 5番目の殻では、球状人工原子の高い対称性によって、4つの準位 (0, 1, 0),
(0, 0, 2), (0,−2, 1), (0,−4, 0)の縮退が起こっている。4つの準位が交差するところでも合成スピンが
最大となる領域は出現するのであろうか？
まず我々は半径 5nmの球状量子ドットにおける 16電子の基底状態の磁場依存性を考える。ここで
は四つの準位に四つの電子が入るので、可能な合成スピンは S = 0, S = 1, S = 2である。それに対
応するスピンの数 (N↑, N↓)はそれぞれ (8,8), (9,7), (10,6)である。この 3つの場合について合成スピ
ンを固定し、全エネルギーを計算したものを図 4.11に示す。磁場が小さいときは 3つの状態のうち
S = 0のものが最も全エネルギーが低くなる。軌道間のエネルギー差が十分大きく、下から電子を順
に詰めていく電子配置が安定であるためである。この時の電子配置は (0, 1, 0)2(0, 0, 2)2であり、従っ
て基底状態はスピンについて singletとなる。磁場を大きくすると４つの軌道のうちのふたつでスピ
ンが揃った状態が最もエネルギーが低くなる。軌道のエネルギー差が小さくなり、交換相互作用に
よってスピンを揃えた方が安定となるためだ。この状態は (0, 1, 0)1(0, 0, 2)2(0,−2, 1)1の spin-triplet
状態である。磁場が 1.060ω0から 1.092ω0までは合成スピン S = 2の状態が最もエネルギーが低くな
る。これは 4つの軌道が half-ﬁlledとなって合成スピンが最大となっている状態だ。これよりも磁場
が強くなると、スピンを揃えずに、エネルギーの低い軌道に up-downの組でスピンを詰める方が安
定となるので、合成スピン S = 1、そして S = 0と小さくなっていく。磁場が強くなって S = 0と
なったときは軌道 (0,−4, 0)と (0,−2, 1)が 4つの電子に占有されている spin-singlet状態である。す
なわち電子数 16において磁場を変化させることで singlet-triplet-quintet transitionが観測される。こ
のように 2準位の交差においては simpleでほとんど自明であったスピン転移の内容は、4準位交差に
おいてはより richになる。特に singletと quintetの中間状態の tripletの出現は、一体描像からは予
測できなかったものであり、電子間相互作用を考慮したUHF計算により初めて明らかにされた。





それぞれの電子数において、total spin Sの transitionは規則的に起こる。全ての電子数で、弱磁
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図 4.11: 球状量子ドットにおける電子数N = 16の場合の全エネルギー。スピンの数を (N↑, N↓)と
したとき、太線は (10,6)、点線は (9,7)、細線は (8,8)を示す。内挿図には 4つの軌道のスピン占有状
態を示した。
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の最大値は、電子数N が 14, 15, 16, ..., 20に対して S = 1, 3/2, 2, 3/2, 1, 1/2, 0となる。合成スピ
ン転移の規則的な変化は電子数N = 14の時に例外となる。ここではスピン triplet領域が出現して















4.5.1 N = 6電子系に対する化学ポテンシャルの差∆µ(6)と新しい殻構造
∆µ(6)は µ(7)と µ(6)の差から作られ、図 4.13に示すようになる。化学ポテンシャル µ(N)は系に
N 番目の電子を加えるために必要なエネルギーである。µ(6)における最初のピークまでの領域 aで
は spin-singletであって、系に磁気量子数m = 0の電子を加えるために必要なエネルギーがµ(6)とな
る。このとき軌道 (0, 0, 1)は単調に増加するため、その軌道エネルギーを反映して µ(6)も単調に増加
する。一方m = −2の軌道はBと共に単調減少し、m=0の軌道とクロスする。このためふたつの軌
道は擬縮退状態に陥り、その結果 spin-triplet状態が交換相互作用によって出現する。従って µ(6)の
次の極小値までの領域 b、cではふたつの軌道 (0, 0, 1)と (0,−2, 0)が half-ﬁlledとなった spin-triplet
状態である。このときはまだ軌道 (0, 0, 1)よりも (0,−2, 0)のほうがエネルギーが高いため、µ(6)は
6番目の電子を軌道 (0,−2, 0)に入れるために必要なエネルギーである。軌道 (0,−2, 0)の軌道エネル
ギーは単調に減少するため、µ(6)も単調に減少する。領域 dでは領域 b, cと同様に spin-triplet状態
であるが、この crossing pointを越えると (001)と (0-20)で軌道交換が生ずる。従って 6番目の電子
は軌道 (0, 0, 1)に入る。(0, 0, 1)の軌道エネルギーが単調に増加することからµ(6)も単調に増加する。
領域 eでは軌道 (0, 0, 1)と (0,−2, 0)のエネルギーの差が十分開き、軌道 (0,−2, 0)が full-ﬁlledとなっ
て spin-singletとなる。ここでは軌道 (0,−2, 0)は単調減少するため、µ(6)も単調減少である。
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µ(7)における領域 a, bでは電子配置が (0, 0, 1)2(0,−2, 0)1となった spin-doubletである。同じ電子
配置であるにも関わらず曲線の傾きが領域 a, bで異なる理由は、電子数N = 6の状態のスピン配置
を反映しているためである。aの領域ではm=-2を占有する電子の１電子エネルギーがµ(7)を支配す
るため単調減少である。一方 bの領域ではm=0の軌道エネルギーが µ(7)を支配するため、単調増加
である。それに対して領域 c, d, eでは電子配置 (0, 0, 1)1(0,−2, 0)2の spin-doublet状態である。この
場合も同様に、領域 c, dでは 7番目の電子の軌道 (0,−2, 0)を反映して傾きは負になり、領域 eでは





向を示す。これはN = 6で spin-tripletとなることにより交換相互作用が顕著となり、電子状態が安
定化するためである。ここでは 6番目の電子が軌道 (0,−2, 0)を占有することで磁場と共に 6電子状
態の µ(6)が下がり、そして 7番目の電子は軌道 (0, 0, 1)を占有するため磁場と共に 7電子状態の µ(7)
が上がるため、N = 6の状態になりやすくN = 7の状態になりづらい。また領域 cでは 6, 7番目の
電子が共に軌道 (0,−2, 0)に入るため µ(6)と µ(7)は共に同じ磁場依存性の傾向を持つ。従ってここ
での安定性を示す∆µ(6)は磁場に大きく依存することはない。領域 dではふたつの軌道の擬縮退状
態が解離するよう磁場が作用するため 6電子状態は不安定となっていき、また領域 eでは spin-singlet
となって軌道 (0, 0, 1)と (0,−2, 0)のエネルギーの差が大きく開くため、磁場と共に 6電子状態が安
定となる。
電子間相互作用がない場合、spin-tripletとなることでエネルギーの安定化は起こらないため、∆µ(6)
は点線Aのようになる。つまり領域 b, c, dにおいて点線Aから外れる理由は電子間相互作用によっ
て spinが揃うためである。また領域 cでの∆µ(6)が平坦となる理由は、µ(6)と µ(7)が同様の磁場依
存性を示すことによるものだ。　
領域 bから cになるときの µ(7)の cuspは 7電子状態での軌道交代を示している。領域 cから dに












N = 6において常に spin-singletであった場合の化学ポテンシャル µ′(6)に現れる上向きの cusp a
は、6電子状態における軌道交代に基づくものである。µ′(7)に現れる下向きの cuspも同様である。
図からスピン多重度が singletとなることで µ′(6)が µ(6)よりも高いエネルギーになることが分か
る。N = 5電子状態は変えていないため、このエネルギー差はN = 6における singlet-triplet状態の
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図 4.13: 化学ポテンシャル µ(6)と µ(7)から作られる∆µ(6)の磁場依存性。
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エネルギー差を反映している。同様に µ′(7)はN = 7電子の状態を変えずに計算された化学ポテン
シャルであるから、N = 6におけるスピン singletの効果が反映され、µ′(7)は µ(7)よりも下がる。
化学ポテンシャルの差∆µ′(6)は µ′(7)と µ′(6)との差を計算することで得られ、∆µ(6)よりも低く
なる。これはN = 6電子における spin-singlet状態が spin-triplet状態よりも不安定となっているこ
とを示している。また∆µ′(6)の傾きが b, cにおいて変わる理由は電子間相互作用によって一電子準




果を見るため、磁場を ωc = 1.0～1.2まで変えて計算を行った。その結果、ゼロ磁場の場合に得られ
た化学ポテンシャルの差と同様に、シェル構造が発生することによる魔法数が出現していることを見




で磁場ωc = 1.0ω0のピークが他のものよりも小さくなっているのは、まだ軌道 (0, 1, 0)が低いエネル
ギーであって、下から 4番目のシェルと 5番目のシェルのエネルギーが十分離れていないため、12電
子状態は相対的に不安定であるためと考えられる。
図 4.15: 電子数N = 1から 19までについて計算された∆µ(N)。磁場を ωc = 1.0ω0、1.1ω0、1.2ω0に
固定して計算を行い、それぞれ実線、破線、点線で示した。
この状況を図 4.16にまとめた。下から第 4番目のシェルと、下から第 5番目のシェルに対して、
その一電子軌道エネルギーの磁場依存性が模式的に示されている。第 4シェルは 2つの量子ドット
軌道 (0,−1, 1)および (0,−3, 0)からなり、第 5シェルは 4つの量子ドット軌道 (0,−4, 0)、(0,−2, 1)、
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目と 13番目の軌道のエネルギー差に対応することが分かる。磁場ωc = 1.1ω0の場合は、12番目の軌
道と 13番目の軌道エネルギーが十分離れており、それに対応して大きな∆µ(12)が得られる。とこ
ろが、磁場 ωc = 1.0ω0では 12番目の軌道 (0,−3, 0)と 13番目の軌道 (0, 1, 0)とのエネルギー差が十
分に離れていない。従って磁場 1.0ω0における化学ポテンシャルの差は、磁場 1.1ω0や 1.2ω0におけ
るピークよりも小さく現れる。





































ル構造が出現することを予測した。そのシェル構造は 1s、2p、3d、3s、· · ·となり、原子と似て
いるが縮退数の異なる構造を見出した。






































































































































































































放物型球状量子ドットにおける固有関数を導出する。座標系は極座標 (r, θ, ϕ)とし、閉じ込めポテ




























































































ψ = 0 (A.6)
波動関数 ψが変数分離できるとして ψ = R(u)Y (θ, ϕ)とおく。Y (θ, ϕ)は球面調和関数であって










l (cos θ) exp(imϕ) (A.7)









+ (λ− u2)R− l(l + 1)
u2
R = 0 (A.8)
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λ− 3− l(l + 1)
r2
}
















{(s+ ν)(s+ ν + 1)− l(l + 1)}uν−2 + {(λ− 3)− 2(s + ν)}uν
]
aν = 0 (A.11)
最低次の項を見て a0を決定しよう。もし s ≥ 2ならば uν−2の項が生き残って a0が定義される。s = 0
ならば a0を決めるのは aν(λ − 3)− 2aν(s+ ν)の部分である。ところがこの場合は a0(λ − 3) = 0か
ら a0 = 0となって不適。ゆえに
a0[s(s+ 1)− l(l + 1)] = 0 (A.12)
従って s = lまたは s = −l − 1。同様に a1について
a1[(s+ 1)(s+ 2)− l(l + 1)] = 0 (A.13)
漸化式は
[(s+ ν + 2)(s+ ν + 3)− l(l + 1)] aν+2 = [2(s− ν)− (λ− 3)]aν (A.14)
ここで s ≥ 0より s = −l − 1は不適切。従って s = lとなり、a1 = 0。ゆえに a3 = a5 = · · · = 0。あ
とは f(u)が有限項で切れる条件を導入すると良い。ν = 2nまでとれるとすると
a2n[2(s + 2n)− λ− 3] = 0 (A.15)
これを λについて解くと λ = 2(2n+ l) + 3を得る。λ = 2/h¯ωからエネルギー固有値が求まる。





























Γ(α + n+ 1)
Γ(α+ 1)n!
























Y ml (θ, ϕ) (A.22)
である。Laguerre陪多項式の直交関係は∫ ∞
0
xα exp(−x)Lαn(x)Lαm(x)dx = 0 (m = n) (A.23)
=
Γ(α + n + 1)
n!















(p+ eA)2 + V (r) (A.26)




























































































φL(r, θ) = LφL(r, θ) (A.30)













− r2 + 2L
h¯ω
]
r|m|R(r) exp(imθ) = 0 (A.31)
95











− ξ + 2L
h¯ω
]
ξ|m|/2R(ξ) exp(imθ) = 0 (A.32)


















L = 0 (A.33)
を得る。
このような形の微分方程式
xy′′ + (a+ 1− x)y′ + ny = 0 (A.34)
の解はLaguerreの陪多項式であって y = Lan(x)と書かれる。これを用いると a = |m|、n = L/2h¯ω−
(|m|+ 1)/2−m/4(ωc/ω)として、(ρ, θ)面内の固有関数を








と決定することができる。ここで αω = m∗ω/h¯である。また nは ρ方向の動径量子数、mは磁気量
子数となる。






− u2 + 2z
h¯ω0
)
















u2) = 0 (A.37)
を得る。H(u)が多項式であるとすると、有限項で切れる条件から 2z/h¯ω0が整数 lとして 2l + 1と
書かれなくてはならない。従って












































とは限らないことに気をつけよう。例えば (nc, lc,m) = (1, 0, 0)や (0, 2, 0)などは角運動量演算子の固














∇ ·A = 0

































































のように定める。ここで sは dielectric constantであって s = 12.530、またm∗はGaAs内電子の有
効質量であってm∗ = 0.067m0を用いるものとする。従って以下の各物理定数
h¯ = 1.05457266× 10−34(J · s)
s = 12.530
= 1.1094297334701× 10−10(F ·m−1)
m∗ = 0.067m0
= 6.103291099× 10−32(kg)
e = 1.60217733× 10−19(C)
1(J) = 6.2415064× 1018(eV) (B.5)
これらから有効ボーア半径が算出できてその値は




r = a∗Br (B.7)
とすると上記のハミルトニアンは






































































= 11.612(meV ) (B.12)

























































ei(mj−mi)θdθ = 2πδmi,mj (B.16)
である。この条件から mi = mj 以外の時は積分値は 0になるため、0でない値を持つならば必ず
mi = mjであるので |mi|+ |mj |は必ず偶、ゆえに 2ni+ |mi|+2nj+ |mj |+1は奇である。公式 (Table







































































)!(li + lj − 1)!!





























x = ρ cos θ
y = ρ sin θ
z = z (B.24)
これより以下の関係式が求まる。




































































































− 1)!(li + lj − 1)!!












+ 1)!(li + lj − 1)!!

















































2)Φnjmj lj (R)dR (B.30)


























































となる。R1に関する積分を実行しよう。Φを (ρ, θ)方向と z方向に分離して
Φ(R1) = φ(r1)ϕ(z1) (B.35)
101
ここでR1 = r1 + z1、またQ = q + dとすると





































図 B.1: rと x軸のなす角 θ、および qと x軸のなす角 η。
∫ 2π
0
exp[±iz cos θ+imθ]dθ = exp[±imπ/2]
∫ 2π
0
exp[−iz sin θ+imθ] = 2π exp[±imπ/2]Jm(z) (B.40)
これは z > 0のときに成立する。また Jm(z)は Bessel関数である。従って∫





































となる。ここで pij = ni+nj +(−mi +mj + |mi|+ |mj |)/2である。最後の行の変形についてはTable


































































































I1 × I ′1を計算して η部分に関する積分を実行しよう。
I1 × I ′1 =
pij !pkl!





























2 = 2πimj−mi+mk−mlδ(mj −mi +ml −mk)
= 2π(−1)mj−miδ(mj −mi +ml −mk) (B.48)
なぜなら上式が値を持つならば δ関数の条件によってmj−mi+ml−mk = 0、従ってmj−mi = mk−ml
であるからmj −mi +mk −ml = 2(mj −mi)。
以上からCoulomb積分は
Jijkl =
(−1)mj−miδ(mj −mi +ml −mk)pij !pkl!
π{(2ni + |mi|)!(2nj + |mj |)!(2nk + |mk|)!(2nl + |ml|)!}12
× i
−(li+lj+lk+ll)









































































































































(−1)mj−miδ(mj −mi +ml −mk)pij !pkl!
π{(2ni + |mi|)!(2nj + |mj |)!(2nk + |mk|)!(2nl + |ml|)!}12
× i
−(li+lj+lk+ll)


















































d = Qξ (B.55)
これより































2π(2s1 + 2s2 + li + lj + lk + ll − 2t1 − 2t2 − 1)!!∫ 1
0












この積分は ω0 > ωz、ω0 < ωz、ω0 = ωzの三通りの場合に分けて計算を実行することが可能である。
準備のため
n = s1 + s2
m =
li + lj + lk + ll
2
− t1 − t2 (B.58)
としておく。ここで li + lj + lk + llは必ず偶数なのでmは整数となることに気をつける。

















































A tan θと変数変換すると dx = (
√
A/ cos2 θ)dθ、また x = 0のとき θ = 0、x = 1の







A(1− A tan2 θ)n(A tan2 θ)m
























































































でありA = 0.01010101のとき arctan(1/
√
A) = 1.4706289、従って上記の積分値は 2.9932228となる。
また特に n = m = 0である場合 ω0 = 3.99733378、ωz = 0.0399733378のとき 1/(1/ωz − 1/ω0) 12 =
0.20094056であるから
1






となる。n > 0のときは (−1)nが掛かることに気をつける。









2k+1l(l − 1) . . . (l − k)




tan θ = 1/
√
Aのとき cos θ =
√
A/(1 + A)、sin θ =
√














2k+1(i+ j − 1)(i+ j − 2) . . . (i+ j − 1− k)






以上の計算より ω0 > ωzの場合のCoulomb積分の解析解は
Jijkl =
(−1)mj−miδ(mj −mi +ml −mk)pij !pkl!
π{(2ni + |mi|)!(2nj + |mj |)!(2nk + |mk|)!(2nl + |ml|)!}12
× i
−(li+lj+lk+ll)








































































2k+1(i+ j − 1)(i + j − 2) . . . (i+ j − 1− k)


































(1− ξ2)s1+s2(ξ2) li+lj+lk+ll2 −t1−t2












(A− x2)n+m+12 dx (B.70)































































A = 1.01010101の場合 I ′ = 1.470628906、また 1/(1/ω0 − 1/ωz) 12 = 0.2009404であるからCoulomb
積分の中核部分は 0.295508である。











2k(l − 1)(l − 2) . . . (l − k)

















2k(i+ j − 1)(i + j − 2) . . . (i+ j − k)





























2k(i+ j − 1)(i+ j − 2) . . . (i+ j − k)







(−1)mj−miδ(mj −mi +ml −mk)pij !pkl!
π{(2ni + |mi|)!(2nj + |mj |)!(2nk + |mk|)!(2nl + |ml|)!}12
× i
−(li+lj+lk+ll)








































































2k(i+ j − 1)(i + j − 2) . . . (i+ j − k)








































(−1)mj−miδ(mj −mi +ml −mk)pij !pkl!
π{(2ni + |mi|)!(2nj + |mj |)!(2nk + |mk|)!(2nl + |ml|)!}12
× i
−(li+lj+lk+ll)



























































































for n from 0 while n <= 6 do;
for m from 0 while m <= 6 do;
z := evalf(Int( (1-x^2)**n*(x^2)**m/(A+x^2)**(n+m+1/2), x=0..1))/(1/b0-1/a0)**(n+m+1/2);
printf("%d %d %25.20e\n", n, m, z);
od;
od;
n m n m n m
0 0 6.01459876494306727665e-01 0 0 6.01459876494306727665e-01 0 0 6.01459876494306727665e-01
0 1 1.62124809459768254528e-02 1 0 7.82987785691060211591e-01 0 1 1.62124809459768254528e-02
0 2 5.47048454243848507022e-04 2 0 2.11967829507560943651e+00 0 2 5.47048454243848507022e-04
0 3 1.95084040460787678724e-05 3 0 6.79396270843530475218e+00 0 3 1.95084040460787678724e-05
0 4 7.14032629822078723735e-07 4 0 2.32969831583222164597e+01 0 4 7.14032629822078723735e-07
0 5 2.65404462142476060332e-08 5 0 8.28125516966489545487e+01 0 5 2.65404462142476060332e-08
0 6 9.96726832860353691354e-10 6 0 3.01010415312359756198e+02 0 6 9.96726832860353691354e-10
1 0 7.82987785691060211591e-01 7 0 1.11086617226465706056e+03 0 7 3.77115724138023933517e-11
1 1 1.01018522825469333422e-02 8 0 4.14496021215815696555e+03 0 8 1.43491912278052304282e-12
1 2 2.35894859622179975444e-04 9 0 1.55955412022938922536e+04 0 9 5.48423571025814062462e-14
1 3 6.57833946171945399263e-06 10 0 5.90635867160443199101e+04 0 10 2.10366233218669032554e-15
1 4 2.00182128198530891523e-07 11 0 2.24866614318460197265e+05 0 11 8.09356997810571111253e-17
1 5 6.41833884347093438067e-09 12 0 8.59824713742474188561e+05 0 12 3.12181022280799312144e-18
1 6 2.13092594829917980585e-10 13 0 3.29965078160066551510e+06 0 13 1.20675328259895604910e-19
2 0 2.11967829507560943651e+00 14 0 1.27017003641068765825e+07 0 14 4.67360380484223395939e-21
2 1 1.67909893849284029123e-02 15 0 4.90234889305242010847e+07 0 15 1.81303601684289642714e-22
2 2 2.85116544199941854662e-04 16 0 1.89646359605435287384e+08 0 16 7.04368412842039876340e-24
2 3 6.27760571216656903864e-06 17 0 7.35122971070320154236e+08 0 17 2.74008394872439946627e-25
2 4 1.58360898408335467220e-07 18 0 2.85462621474775089809e+09 0 18 1.06718803424981843008e-26
2 5 4.34698317323772518191e-09 19 0 1.11026723834217568881e+10 0 19 4.16085203582124811554e-28
2 6 1.26419232632680733311e-10 20 0 4.32437420147067320657e+10 0 20 1.62385021191578784494e-29
3 0 6.79396270843530475218e+00 21 0 1.68645796992205038322e+11 0 21 6.34301623958418842049e-31
3 1 3.86075346106882326326e-02 22 0 6.58463844958982252998e+11 0 22 2.47970665619011657940e-32
3 2 5.11945421517041425375e-04 23 0 2.57363648075323842232e+12 0 23 9.70134098346556247610e-34
3 3 9.25759551598060176710e-06 24 0 1.00688965165915094349e+13 0 24 3.79809494542901613411e-35
3 4 1.98323050963101970929e-07 25 0 3.94276940135453701181e+13 0 25 1.48792422736030424484e-36
3 5 4.73441940654671490181e-09 26 0 1.54516632356495995739e+14 0 26 5.83253664141666324182e-38
3 6 1.21891599238819775592e-10 27 0 6.06005350899532448876e+14 0 27 2.28759175634709939920e-39
4 0 2.32969831583222164597e+01 28 0 2.37837884227229950951e+15 0 28 8.97694194329747711023e-41
4 1 1.03132660024324557457e-01 29 0 9.34044327006303488293e+15 0 29 3.52446435611206263263e-42
4 2 1.12065717421069186635e-03 30 0 3.67042668878590738082e+16 0 30 1.38439467801751250962e-43
4 3 1.71733941607231576957e-05 31 0 1.44314801583165876393e+17 0 31 5.44022975498067380296e-45
4 4 3.19321489872079660773e-07 32 0 5.67720743602056826499e+17 0 32 2.13872293671391625645e-46
4 5 6.73589468807382705137e-09 33 0 2.23446718377138412828e+18 0 33 8.41128050610747083637e-48
4 6 1.55387496920355182211e-10 34 0 8.79864066859192543294e+18 0 34 3.30926192802676322070e-49
5 0 8.28125516966489545487e+01 35 0 3.46615317459926454563e+19 0 35 1.30242717111542426295e-50
5 1 3.00189948086235299632e-01 36 0 1.36602824432650803209e+20 0 36 5.12768697475789725409e-52
5 2 2.76230135970907838897e-03 37 0 5.38569122791972801878e+20 0 37 2.01942792321971751739e-53
5 3 3.67156395705423632735e-05 38 0 2.12414397335121765457e+21 0 38 7.95550137913169104860e-55
5 4 6.02845108628605890901e-07 39 0 8.38067064558031932123e+21 0 39 3.13496800721724125503e-56
5 5 1.13868696681558989230e-08 40 0 3.30763944601674742993e+22 0 40 1.23571824867292284587e-57
5 6 2.37843650468282900856e-10 41 0 1.30585493645890821048e+23 0 41 4.87215845823565882662e-59
6 0 3.01010415312359756198e+02 42 0 5.15706293913489217778e+23 0 42 1.92147216570965023440e-60
6 1 9.23729283263558103832e-01 43 0 2.03720374441625735856e+24 0 43 7.57971724548295771079e-62
6 2 7.37027657251234622358e-03 44 0 8.04980350499163523016e+24 0 44 2.99070707336003014864e-63
6 3 8.64801553651827823880e-05 45 0 3.18162877164611281823e+25 0 45 1.18030087781435996301e-64
6 4 1.27108614867365011277e-06 46 0 1.25783053068984944620e+26
6 5 2.17327537008445201677e-08 47 0 4.97391629739253092659e+26










for n from 0 while n <= 6 do;
for m from 0 while m <= 6 do;
z := evalf(
Int( (1-x^2)**n*(x^2)**m/(A-x^2)**(n+m+1/2), x=0..1))/(1/a0-1/b0)**(n+m+1/2);
printf("%d %d %25.20e\n", n, m, z);
od;
od;
n m n m n m
0 0 2.95508996630796642188e-01 0 0 2.95508996630796642188e-01 0 0 2.95508996630796642188e-01
0 1 6.87955007323319941766e-02 1 0 1.11245259313717095278e-02 0 1 6.87955007323319941766e-02
0 2 1.04786890484386821427e-01 2 0 4.27663263837159304301e-04 0 2 1.04786890484386821427e-01
0 3 2.53752102929538728125e-01 3 0 1.65798512431592340026e-05 0 3 2.53752102929538728125e-01
0 4 7.26357465284777157657e-01 4 0 6.45875154904222178332e-07 0 4 7.26357465284777157657e-01
0 5 2.26079879981873341621e+00 5 0 2.52410392784790765350e-08 0 5 2.26079879981873341621e+00
0 6 7.39868081036216084418e+00 6 0 9.88724776176521023694e-10 0 6 7.39868081036216084418e+00
1 0 1.11245259313717095278e-02 7 0 3.87988278240544292906e-11 0 7 2.50350169264944122496e+01
1 1 1.70211688352099706555e-03 8 0 1.52468635717687506836e-12 0 8 8.67543004923803553299e+01
1 2 1.65116073872001519123e-03 9 0 5.99861367597071336665e-14 0 9 3.06049965411138537530e+02
1 3 2.87974386937611398035e-03 10 0 2.36237348484298484928e-15 0 10 1.09477749759341081062e+03
1 4 6.42694430905155935251e-03 11 0 9.31132970688082765200e-17 0 11 3.95989927367371868508e+03
1 5 1.63848659691272278435e-02 12 0 3.67275531490972126038e-18 0 12 1.44540445592699275984e+04
1 6 4.53997978776251441493e-02 13 0 1.44960873172240516973e-19 0 13 5.31598171372190850673e+04
2 0 4.27663263837159304301e-04 14 0 5.72475165022070771107e-21 0 14 1.96770622077350170237e+05
2 1 5.15276857350430975484e-05 15 0 2.26195285927414684777e-22 0 15 7.32355765415037514504e+05
2 2 3.72049672404991061964e-05 16 0 8.94148589861224811874e-24 0 16 2.73874093817324556857e+06
2 3 5.08435313135405776551e-05 17 0 3.53603546128242171058e-25 0 17 1.02846235606039312177e+07
2 4 9.30577560534123165353e-05 18 0 1.39890580420819623814e-26 0 18 3.87633813933837244585e+07
2 5 2.00959803051287475630e-04 19 0 5.53619785567254536061e-28 0 19 1.46579554895136380052e+08
2 6 4.82879626091732072651e-04 20 0 2.19166459942030165759e-29 0 20 5.55896984947745459764e+08
3 0 1.65798512431592340026e-05 21 0 8.67891615868077021877e-31 0 21 2.11376888039735613464e+09
3 1 1.68768391438906829091e-06 22 0 3.43776809835137760580e-32 0 22 8.05664375208763515532e+09
3 2 9.78771409380221786255e-07 23 0 1.36206913417609785626e-33 0 23 3.07744538098645250534e+10
3 3 1.10180809047705580786e-06 24 0 5.39791324625532180112e-35 0 24 1.17783481497862197712e+11
3 4 1.71023108505222048075e-06 25 0 2.13968706101225478609e-36 0 25 4.51611279608972814573e+11
3 5 3.20423782620749086066e-06 26 0 8.48332913161092279114e-38 0 26 1.73447734117518287866e+12
3 6 6.79767899632860847164e-06 27 0 3.36409861039056130602e-39 0 27 6.67175812285281508736e+12
4 0 6.45875154904222178332e-07 28 0 1.33429728242887399845e-40 0 28 2.56998332462208056754e+13
4 1 5.76746450781942025711e-08 29 0 5.29314190996783096683e-42 0 29 9.91275802456396394270e+13
4 2 2.81066792496166602585e-08 30 0 2.10013626446035384036e-43 0 30 3.82818834988816003040e+14
4 3 2.69406361164054859170e-08 31 0 8.33394624468473544200e-45 0 31 1.48009996085309264589e+15
4 4 3.63212665787728960874e-08 32 0 3.30765177228146512748e-46 0 32 5.72869324666863244076e+15
4 5 6.01072909840383553210e-08 33 0 1.31296025595647659623e-47 0 33 2.21951298269174026417e+16
4 6 1.14161497581162019236e-07 34 0 5.21246529927335157024e-49 0 34 8.60737838127544590168e+16
5 0 2.52410392784790765350e-08 35 0 2.06962599309497829290e-50 0 35 3.34095791857106174004e+17
5 1 2.02438127642793889129e-09 36 0 8.21854904672801270539e-52 0 36 1.29788410900122198945e+18
5 2 8.54111422292529549645e-10 37 0 3.26400402084876196305e-53 0 37 5.04597808290035403838e+18
5 3 7.13694481641546846878e-10 38 0 1.29645155852861243932e-54 0 38 1.96327311181980863626e+19
5 4 8.50809347629616474277e-10 39 0 5.15003219749744139733e-56 0 39 7.64407325843671827912e+19
5 5 1.26107406960052181563e-09 40 0 2.04601932532916960411e-57 0 40 2.97825509511772553578e+20
5 6 2.16833373271145636917e-09 41 0 8.12931348134013177890e-59 0 41 1.16112033953855138318e+21
6 0 9.88724776176521023694e-10 42 0 3.23028385859438666534e-60 0 42 4.52957322941676624315e+21
6 1 7.23801623307376325759e-11 43 0 1.28371496554387819170e-61 0 43 1.76802925672716881987e+22
6 2 2.70047395667420118071e-11 44 0 5.10194929270099617015e-63 0 44 6.90497315193383685793e+22
6 3 2.00206571084974085123e-11 45 0 2.02787830471562338039e-64 0 45 2.69813702199313011387e+23
6 4 2.13989487412841960629e-11 46 0 8.06091860495805882996e-66 0 46 1.05483679556349149247e+24
6 5 2.87260024198239376876e-11 47 0 3.20451884218255195397e-67 0 47 4.12587694919093664403e+24
6 6 4.51240853920261489253e-11 48 0 1.27401806855753066237e-68 0 48 1.61453728703946445878e+25
49 0 5.06549264152319562252e-70 0 49 6.32080407357894598042e+25
50 0 2.01418830883631877498e-71 0 50 2.47560394271613938207e+26
112




for n from 0 while n <= 50 do;
for m from 0 while m <= 0 do;
z := evalf( Int( (1-x^2)**n*(x^2)**m, x=0..1)) * a0**(n+m+1/2);




0 0 1.99933333333333333334e+00 0 0 1.99933333333333333334e+00 0 0 1.99933333333333333334e+00
0 1 2.66400088879012345681e+00 1 0 5.32800177758024691362e+00 0 1 2.66400088879012345681e+00
0 2 6.38934044207446910955e+00 2 0 1.70382411788652509588e+01 0 2 6.38934044207446910955e+00
0 3 1.82430902620184816654e+01 3 0 5.83778888384591413294e+01 0 3 1.82430902620184816654e+01
0 4 5.67184496008785877940e+01 4 0 2.07427472826070263932e+02 0 4 5.67184496008785877940e+01
0 5 1.85500288155909679818e+02 5 0 7.53778948697029810056e+02 0 5 1.85500288155909679818e+02
0 6 6.27428634151108990710e+02 6 0 2.78132866394257838306e+03 0 6 6.27428634151108990710e+02
1 0 5.32800177758024691362e+00 7 0 1.03767057477805924409e+04 0 7 2.17363611611224324079e+03
1 1 4.25956029471631273970e+00 8 0 3.90392060119192245519e+04 0 8 7.66654329488220855686e+03
1 2 7.29723610480739266617e+00 9 0 1.47839434909645270543e+05 0 9 2.74198658954885599282e+04
1 3 1.62052713145367393697e+01 10 0 5.62822444620861152559e+05 0 10 9.91676555427282553693e+04
1 4 4.12222862568688177374e+01 11 0 2.15197224839293403274e+06 0 11 3.61936113149720249314e+05
1 5 1.14077933482019816493e+02 12 0 8.25806530304780675561e+06 0 12 1.33103709445169835836e+06
1 6 3.34405556324960498583e+02 13 0 3.17876417684873942751e+07 0 13 4.92648105289533723738e+06
2 0 1.70382411788652509588e+01 14 0 1.22684234358554589928e+08 0 14 1.83346657308503652449e+07
2 1 9.72964813974319022156e+00 15 0 4.74590161937666382955e+08 0 15 6.85614058153416997859e+07
2 2 1.29642170516293914958e+01 16 0 1.83960754900796051652e+09 0 16 2.57452955237740888347e+08
2 3 2.35555921467821815642e+01 17 0 7.14342466797580902074e+09 0 17 9.70318228779930082402e+08
2 4 5.07013037697865851079e+01 18 0 2.77829053436536624038e+10 0 18 3.66902713752278916443e+09
2 5 1.21602020481803817666e+02 19 0 1.08209916591015413857e+11 0 19 1.39142068207927386998e+10
2 6 3.14524853123372658743e+02 20 0 4.22001126516860367805e+11 0 20 5.29065714076558460025e+10
3 0 5.83778888384591413294e+01 21 0 1.64764960479109337392e+12 0 21 2.01648702863340067708e+11
3 1 2.59284341032587829915e+01 22 0 6.43984529874756284675e+12 0 22 7.70232408036228025578e+11
3 2 2.82667105761386178771e+01 23 0 2.51945045164247795140e+13 0 23 2.94786002047244378652e+12
3 3 4.34582603741027872353e+01 24 0 9.86555205726167002451e+13 0 24 1.13026179653831424468e+13
3 4 8.10680136545358784443e+01 25 0 3.86626514459971753650e+14 0 25 4.34085586656246054812e+13
3 5 1.71559010794566904769e+02 26 0 1.51631531571768571438e+15 0 26 1.66970629957287251434e+14
3 6 3.97029732423363763666e+02 27 0 5.95101445783862445074e+15 0 27 6.43166890333276681413e+14
4 0 2.07427472826070263932e+02 28 0 2.33708544183207998779e+16 0 28 2.48074386756601126181e+15
4 1 7.53778948697029810056e+01 29 0 9.18376972093065021511e+16 0 29 9.58021341665579399416e+15
4 2 6.95332165985644595765e+01 30 0 3.61087799142382465424e+17 0 30 3.70397267317109074138e+16
4 3 9.26491584623267182220e+01 31 0 1.42047752837821514115e+18 0 31 1.43359828537205027249e+17
4 4 1.52496898484059470906e+02 32 0 5.59076706930267694291e+18 0 32 5.55424559296255622525e+17
4 5 2.88748896307900919030e+02 33 0 2.20146073923513951444e+19 0 33 2.15394220704995259531e+18
4 6 6.04594422932565691225e+02 34 0 8.67243752740500942937e+19 0 34 8.36045997035758587041e+18
5 0 7.53778948697029810056e+02 35 0 3.41783651053162613767e+20 0 35 3.24781532897406619072e+19
5 1 2.31777388661881531922e+02 36 0 1.34750794492308848281e+21 0 36 1.26269141946981656064e+20
5 2 1.85298316924653436444e+02 37 0 5.31461983707744594119e+21 0 37 4.91280175363801672288e+20
5 3 2.17852712120084958437e+02 38 0 2.09684092688390956787e+22 0 38 1.91280276558537125731e+21
5 4 3.20832107008778798922e+02 39 0 8.27567467044903034553e+22 0 39 7.45253867206061766455e+21
5 5 5.49631293575059719296e+02 40 0 3.26722310065045813452e+23 0 40 2.90547219821953224666e+22
5 6 1.05076769941061232067e+03 41 0 1.29028296783229575969e+24 0 41 1.13342833111483393357e+23
6 0 2.78132866394257838306e+03 42 0 5.09701296444024792253e+24 0 42 4.42408685024019473784e+23
6 1 7.41193267698613745776e+02 43 0 2.01402728691198756883e+25 0 43 1.72780103815453831191e+24
6 2 5.22846509088203900248e+02 44 0 7.96028155835808176452e+25 0 44 6.75139301399139649779e+24
6 3 5.49997897729335083867e+02 45 0 3.14702330972106135158e+26 0 45 2.63944379057954355764e+25
6 4 7.32841724766746292394e+02 46 0 1.24444369563116715297e+27 0 46 1.03238402311320176137e+26
6 5 1.14629203572066798619e+03 47 0 4.92209411573024010516e+27 0 47 4.03990387402370459517e+26
6 6 2.01612922437690594619e+03 48 0 1.94724154057333422345e+28 0 48 1.58158783545151979360e+27
49 0 7.70515039995283789341e+28 0 49 6.19441458874506861547e+27
50 0 3.04951068877123097762e+29 0 50 2.42708230123352512714e+28
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B.4.4 解析解に基づいて見積もられた積分値 (ω0 > ωz)
解析的に計算された二電子積分の中核部分の表式をもとに各 n、mに関して積分値を算出したもの
を以下に記す。最初の項 (0,0)に関しては 14桁程度が精度保証付き計算による数値積分と合致する。
(6,6)に関しては 11桁、(50,0)に関しては 15桁が合致する。ところが (0,45)に関しては計算による
桁落ちのため 4桁しか合致していない。
0 0 0.601459876494307E+00 0 0 0.601459876494307E+00 0 0 0.601459876494307E+00
0 1 0.162124809459768E-01 1 0 0.782987785691060E+00 0 1 0.162124809459768E-01
0 2 0.547048454243848E-03 2 0 0.211967829507561E+01 0 2 0.547048454243848E-03
0 3 0.195084040460788E-04 3 0 0.679396270843530E+01 0 3 0.195084040460788E-04
0 4 0.714032629822078E-06 4 0 0.232969831583222E+02 0 4 0.714032629822078E-06
0 5 0.265404462142476E-07 5 0 0.828125516966490E+02 0 5 0.265404462142476E-07
0 6 0.996726832860354E-09 6 0 0.301010415312360E+03 0 6 0.996726832860354E-09
1 0 0.782987785691060E+00 7 0 0.111086617226466E+04 0 7 0.377115724138024E-10
1 1 0.101018522825469E-01 8 0 0.414496021215816E+04 0 8 0.143491912278053E-11
1 2 0.235894859622180E-03 9 0 0.155955412022939E+05 0 9 0.548423571025816E-13
1 3 0.657833946171945E-05 10 0 0.590635867160443E+05 0 10 0.210366233218670E-14
1 4 0.200182128198530E-06 11 0 0.224866614318460E+06 0 11 0.809356997810577E-16
1 5 0.641833884347089E-08 12 0 0.859824713742474E+06 0 12 0.312181022280800E-17
1 6 0.213092594829915E-09 13 0 0.329965078160066E+07 0 13 0.120675328259893E-18
2 0 0.211967829507561E+01 14 0 0.127017003641069E+08 0 14 0.467360380484191E-20
2 1 0.167909893849284E-01 15 0 0.490234889305242E+08 0 15 0.181303601684259E-21
2 2 0.285116544199942E-03 16 0 0.189646359605435E+09 0 16 0.704368412841799E-23
2 3 0.627760571216661E-05 17 0 0.735122971070320E+09 0 17 0.274008394872287E-24
2 4 0.158360898408338E-06 18 0 0.285462621474775E+10 0 18 0.106718803424911E-25
2 5 0.434698317323788E-08 19 0 0.111026723834218E+11 0 19 0.416085203582082E-27
2 6 0.126419232632688E-09 20 0 0.432437420147067E+11 0 20 0.162385021191996E-28
3 0 0.679396270843530E+01 21 0 0.168645796992205E+12 0 21 0.634301623965229E-30
3 1 0.386075346106882E-01 22 0 0.658463844958982E+12 0 22 0.247970665626883E-31
3 2 0.511945421517039E-03 23 0 0.257363648075324E+13 0 23 0.970134098424435E-33
3 3 0.925759551598049E-05 24 0 0.100688965165915E+14 0 24 0.379809494613115E-34
3 4 0.198323050963098E-06 25 0 0.394276940135454E+14 0 25 0.148792422795119E-35
3 5 0.473441940654661E-08 26 0 0.154516632356496E+15 0 26 0.583253664611523E-37
3 6 0.121891599238825E-09 27 0 0.606005350899532E+15 0 27 0.228759175991468E-38
4 0 0.232969831583222E+02 28 0 0.237837884227230E+16 0 28 0.897694196926298E-40
4 1 0.103132660024325E+00 29 0 0.934044327006303E+16 0 29 0.352446437419336E-41
4 2 0.112065717421069E-02 30 0 0.367042668878591E+17 0 30 0.138439469013146E-42
4 3 0.171733941607231E-04 31 0 0.144314801583166E+18 0 31 0.544022983258219E-44
4 4 0.319321489872072E-06 32 0 0.567720743602057E+18 0 32 0.213872298413530E-45
4 5 0.673589468807290E-08 33 0 0.223446718377138E+19 0 33 0.841128077657695E-47
4 6 0.155387496920258E-09 34 0 0.879864066859192E+19 0 34 0.330926206857503E-48
5 0 0.828125516966490E+02 35 0 0.346615317459926E+20 0 35 0.130242723020930E-49
5 1 0.300189948086236E+00 36 0 0.136602824432651E+21 0 36 0.512768708676748E-51
5 2 0.276230135970909E-02 37 0 0.538569122791973E+21 0 37 0.201942777289134E-52
5 3 0.367156395705430E-04 38 0 0.212414397335122E+22 0 38 0.795549851405251E-54
5 4 0.602845108628671E-06 39 0 0.838067064558032E+22 0 39 0.313496454496965E-55
5 5 0.113868696681619E-07 40 0 0.330763944601675E+23 0 40 0.123571462783991E-56
5 6 0.237843650468781E-09 41 0 0.130585493645891E+24 0 41 0.487212276595777E-58
6 0 0.301010415312360E+03 42 0 0.515706293913489E+24 0 42 0.192143848237981E-59
6 1 0.923729283263559E+00 43 0 0.203720374441626E+25 0 43 0.757940604728180E-61
6 2 0.737027657251232E-02 44 0 0.804980350499163E+25 0 44 0.299042453926548E-62
6 3 0.864801553651790E-04 45 0 0.318162877164611E+26 0 45 0.118004665142531E-63
6 4 0.127108614867330E-05 46 0 0.125783053068985E+27 0 46 0.465688080978168E-65
6 5 0.217327537008188E-07 47 0 0.497391629739253E+27 0 47 0.183754823694344E-66
6 6 0.414666178954762E-09 48 0 0.196731606363390E+28 0 48 0.724704447452722E-68
49 0 0.778296383242276E+28 0 49 0.285431226420803E-69
50 0 0.307969160751553E+29 0 50 0.112071875330288E-70
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B.4.5 解析解に基づいて見積もられた積分値 (ω0 < ωz)
最初の項 (0,0)に関しては 14桁程度が精度保証付き計算による数値積分と合致し、(6,6)に関して
は 10桁、(0,50)に関しては 12桁が合致する。ところが (50,0)に関しては 4桁しか合致していない。
これは被積分関数を二項展開したときに発生する二項係数が非常に大きくなって桁落ちが起こるた
めである。
0 0 0.295508996630797E+00 0 0 0.295508996630797E+00 0 0 0.295508996630797E+00
1 0 0.111245259313717E-01 1 0 0.111245259313717E-01 0 1 0.687955007323317E-01
2 0 0.427663263837159E-03 2 0 0.427663263837159E-03 0 2 0.104786890484386E+00
3 0 0.165798512431592E-04 3 0 0.165798512431592E-04 0 3 0.253752102929534E+00
4 0 0.645875154904221E-06 4 0 0.645875154904221E-06 0 4 0.726357465284760E+00
5 0 0.252410392784790E-07 5 0 0.252410392784790E-07 0 5 0.226079879981867E+01
6 0 0.988724776176519E-09 6 0 0.988724776176519E-09 0 6 0.739868081036189E+01
0 1 0.687955007323317E-01 7 0 0.387988278240543E-10 0 7 0.250350169264933E+02
1 1 0.170211688352099E-02 8 0 0.152468635717687E-11 0 8 0.867543004923760E+02
2 1 0.515276857350429E-04 9 0 0.599861367597069E-13 0 9 0.306049965411121E+03
3 1 0.168768391438906E-05 10 0 0.236237348484298E-14 0 10 0.109477749759334E+04
4 1 0.576746450781939E-07 11 0 0.931132970688080E-16 0 11 0.395989927367344E+04
5 1 0.202438127642793E-08 12 0 0.367275531490971E-17 0 12 0.144540445592688E+05
6 1 0.723801623307374E-10 13 0 0.144960873172240E-18 0 13 0.531598171372147E+05
0 2 0.104786890484386E+00 14 0 0.572475165022072E-20 0 14 0.196770622077333E+06
1 2 0.165116073872000E-02 15 0 0.226195285927413E-21 0 15 0.732355765414967E+06
2 2 0.372049672404987E-04 16 0 0.894148589861259E-23 0 16 0.273874093817296E+07
3 2 0.978771409380215E-06 17 0 0.353603546128233E-24 0 17 0.102846235606028E+08
4 2 0.281066792496163E-07 18 0 0.139890580420828E-25 0 18 0.387633813933792E+08
5 2 0.854111422292513E-09 19 0 0.553619785567195E-27 0 19 0.146579554895118E+09
6 2 0.270047395667414E-10 20 0 0.219166459941951E-28 0 20 0.555896984947674E+09
0 3 0.253752102929534E+00 21 0 0.867891615867756E-30 0 21 0.211376888039707E+10
1 3 0.287974386937607E-02 22 0 0.343776809834926E-31 0 22 0.805664375208649E+10
2 3 0.508435313135396E-04 23 0 0.136206913416701E-32 0 23 0.307744538098599E+11
3 3 0.110180809047703E-05 24 0 0.539791324620498E-34 0 24 0.117783481497844E+12
4 3 0.269406361164046E-07 25 0 0.213968706098324E-35 0 25 0.451611279608899E+12
5 3 0.713694481641547E-09 26 0 0.848332913179555E-37 0 26 0.173447734117489E+13
6 3 0.200206571084976E-10 27 0 0.336409861057895E-38 0 27 0.667175812285165E+13
0 4 0.726357465284760E+00 28 0 0.133429728241554E-39 0 28 0.256998332462161E+14
1 4 0.642694430905141E-02 29 0 0.529314190975475E-41 0 29 0.991275802456210E+14
2 4 0.930577560534106E-04 30 0 0.210013626445314E-42 0 30 0.382818834988741E+15
3 4 0.171023108505218E-05 31 0 0.833394624032470E-44 0 31 0.148009996085279E+16
4 4 0.363212665787731E-07 32 0 0.330765177742374E-45 0 32 0.572869324666744E+16
5 4 0.850809347629688E-09 33 0 0.131296025767323E-46 0 33 0.221951298269126E+17
6 4 0.213989487412747E-10 34 0 0.521246528021517E-48 0 34 0.860737838127353E+17
0 5 0.226079879981867E+01 35 0 0.206962599524115E-49 0 35 0.334095791857030E+18
1 5 0.163848659691267E-01 36 0 0.821854931873840E-51 0 36 0.129788410900092E+19
2 5 0.200959803051281E-03 37 0 0.326400409338408E-52 0 37 0.504597808289913E+19
3 5 0.320423782620746E-05 38 0 0.129645182951697E-53 0 38 0.196327311181932E+20
4 5 0.601072909840402E-07 39 0 0.515003152039664E-55 0 39 0.764407325843477E+20
5 5 0.126107406960037E-08 40 0 0.204601962563908E-56 0 40 0.297825509511695E+21
6 5 0.287260024198690E-10 41 0 0.812931667003743E-58 0 41 0.116112033953824E+22
0 6 0.739868081036189E+01 42 0 0.323030014390600E-59 0 42 0.452957322941552E+22
1 6 0.453997978776234E-01 43 0 0.128372453603959E-60 0 43 0.176802925672667E+23
2 6 0.482879626091709E-03 44 0 0.510201875921838E-62 0 44 0.690497315193185E+23
3 6 0.679767899632803E-05 45 0 0.202792669312817E-63 0 45 0.269813702199233E+24
4 6 0.114161497581157E-06 46 0 0.806111261382602E-65 0 46 0.105483679556318E+25
5 6 0.216833373271062E-08 47 0 0.320467345275687E-66 0 47 0.412587694918966E+25
6 6 0.451240853919322E-10 48 0 0.127429113753538E-67 0 48 0.161453728703896E+26
49 0 0.506681065520886E-69 0 49 0.632080407357692E+26
50 0 0.201496926357777E-70 0 50 0.247560394271533E+27
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B.4.6 解析解に基づいて見積もられた積分値 (ω0 = ωz)
この場合の解析解は誤差がほとんど出ない形式で記述されており、全ての次数において良い精度
が得られる。
0 0 0.199933333333333E+01 0 0 0.199933333333333E+01 0 0 0.199933333333333E+01
0 1 0.266400088879012E+01 1 0 0.532800177758025E+01 0 1 0.266400088879012E+01
0 2 0.638934044207447E+01 2 0 0.170382411788653E+02 0 2 0.638934044207447E+01
0 3 0.182430902620185E+02 3 0 0.583778888384592E+02 0 3 0.182430902620185E+02
0 4 0.567184496008786E+02 4 0 0.207427472826070E+03 0 4 0.567184496008786E+02
0 5 0.185500288155910E+03 5 0 0.753778948697030E+03 0 5 0.185500288155910E+03
0 6 0.627428634151109E+03 6 0 0.278132866394258E+04 0 6 0.627428634151109E+03
1 0 0.532800177758025E+01 7 0 0.103767057477806E+05 0 7 0.217363611611224E+04
1 1 0.425956029471631E+01 8 0 0.390392060119192E+05 0 8 0.766654329488221E+04
1 2 0.729723610480739E+01 9 0 0.147839434909645E+06 0 9 0.274198658954886E+05
1 3 0.162052713145367E+02 10 0 0.562822444620861E+06 0 10 0.991676555427283E+05
1 4 0.412222862568688E+02 11 0 0.215197224839294E+07 0 11 0.361936113149720E+06
1 5 0.114077933482020E+03 12 0 0.825806530304781E+07 0 12 0.133103709445170E+07
1 6 0.334405556324961E+03 13 0 0.317876417684874E+08 0 13 0.492648105289534E+07
2 0 0.170382411788653E+02 14 0 0.122684234358555E+09 0 14 0.183346657308504E+08
2 1 0.972964813974319E+01 15 0 0.474590161937667E+09 0 15 0.685614058153418E+08
2 2 0.129642170516294E+02 16 0 0.183960754900796E+10 0 16 0.257452955237741E+09
2 3 0.235555921467822E+02 17 0 0.714342466797582E+10 0 17 0.970318228779931E+09
2 4 0.507013037697866E+02 18 0 0.277829053436537E+11 0 18 0.366902713752279E+10
2 5 0.121602020481804E+03 19 0 0.108209916591016E+12 0 19 0.139142068207928E+11
2 6 0.314524853123373E+03 20 0 0.422001126516861E+12 0 20 0.529065714076559E+11
3 0 0.583778888384592E+02 21 0 0.164764960479110E+13 0 21 0.201648702863340E+12
3 1 0.259284341032588E+02 22 0 0.643984529874757E+13 0 22 0.770232408036229E+12
3 2 0.282667105761386E+02 23 0 0.251945045164248E+14 0 23 0.294786002047245E+13
3 3 0.434582603741028E+02 24 0 0.986555205726168E+14 0 24 0.113026179653832E+14
3 4 0.810680136545359E+02 25 0 0.386626514459972E+15 0 25 0.434085586656247E+14
3 5 0.171559010794567E+03 26 0 0.151631531571769E+16 0 26 0.166970629957288E+15
3 6 0.397029732423364E+03 27 0 0.595101445783863E+16 0 27 0.643166890333278E+15
4 0 0.207427472826070E+03 28 0 0.233708544183208E+17 0 28 0.248074386756602E+16
4 1 0.753778948697030E+02 29 0 0.918376972093066E+17 0 29 0.958021341665581E+16
4 2 0.695332165985645E+02 30 0 0.361087799142383E+18 0 30 0.370397267317110E+17
4 3 0.926491584623268E+02 31 0 0.142047752837822E+19 0 31 0.143359828537205E+18
4 4 0.152496898484060E+03 32 0 0.559076706930269E+19 0 32 0.555424559296257E+18
4 5 0.288748896307901E+03 33 0 0.220146073923514E+20 0 33 0.215394220704996E+19
4 6 0.604594422932566E+03 34 0 0.867243752740503E+20 0 34 0.836045997035760E+19
5 0 0.753778948697030E+03 35 0 0.341783651053163E+21 0 35 0.324781532897407E+20
5 1 0.231777388661882E+03 36 0 0.134750794492309E+22 0 36 0.126269141946982E+21
5 2 0.185298316924654E+03 37 0 0.531461983707746E+22 0 37 0.491280175363803E+21
5 3 0.217852712120085E+03 38 0 0.209684092688391E+23 0 38 0.191280276558538E+22
5 4 0.320832107008779E+03 39 0 0.827567467044905E+23 0 39 0.745253867206063E+22
5 5 0.549631293575060E+03 40 0 0.326722310065047E+24 0 40 0.290547219821954E+23
5 6 0.105076769941061E+04 41 0 0.129028296783230E+25 0 41 0.113342833111484E+24
6 0 0.278132866394258E+04 42 0 0.509701296444026E+25 0 42 0.442408685024020E+24
6 1 0.741193267698614E+03 43 0 0.201402728691199E+26 0 43 0.172780103815454E+25
6 2 0.522846509088204E+03 44 0 0.796028155835810E+26 0 44 0.675139301399141E+25
6 3 0.549997897729335E+03 45 0 0.314702330972107E+27 0 45 0.263944379057955E+26
6 4 0.732841724766747E+03 46 0 0.124444369563117E+28 0 46 0.103238402311320E+27
6 5 0.114629203572067E+04 47 0 0.492209411573025E+28 0 47 0.403990387402371E+27
6 6 0.201612922437691E+04 48 0 0.194724154057334E+29 0 48 0.158158783545152E+28
49 0 0.770515039995286E+29 0 49 0.619441458874508E+28
50 0 0.304951068877124E+30 0 50 0.242708230123353E+29
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B.4.7 台形則に基づく積分値 (ω0 > ωz)




0 0 0.601459876494291E+00 0 0 0.601459876494291E+00 0 0 0.601459876494291E+00
0 1 0.162124809459772E-01 1 0 0.782987785691101E+00 0 1 0.162124809459772E-01
0 2 0.547048454243870E-03 2 0 0.211967829507581E+01 0 2 0.547048454243870E-03
0 3 0.195084040460775E-04 3 0 0.679396270843438E+01 0 3 0.195084040460775E-04
0 4 0.714032629822112E-06 4 0 0.232969831582935E+02 0 4 0.714032629822112E-06
0 5 0.265404462142460E-07 5 0 0.828125516965238E+02 0 5 0.265404462142460E-07
0 6 0.996726832860336E-09 6 0 0.301010415311665E+03 0 6 0.996726832860336E-09
1 0 0.782987785691101E+00 7 0 0.111086617226308E+04 0 7 0.377115724138042E-10
1 1 0.101018522825469E-01 8 0 0.414496021215121E+04 0 8 0.143491912278064E-11
1 2 0.235894859622179E-03 9 0 0.155955412022786E+05 0 9 0.548423571025815E-13
1 3 0.657833946171934E-05 10 0 0.590635867159808E+05 0 10 0.210366233218654E-14
1 4 0.200182128198527E-06 11 0 0.224866614318157E+06 0 11 0.809356997810551E-16
1 5 0.641833884347128E-08 12 0 0.859824713741797E+06 0 12 0.312181022280790E-17
1 6 0.213092594829922E-09 13 0 0.329965078159769E+07 0 13 0.120675328259901E-18
2 0 0.211967829507581E+01 14 0 0.127017003640999E+08 0 14 0.467360380484236E-20
2 1 0.167909893849284E-01 15 0 0.490234889304942E+08 0 15 0.181303601684302E-21
2 2 0.285116544199915E-03 16 0 0.189646359605357E+09 0 16 0.704368412842065E-23
2 3 0.627760571216613E-05 17 0 0.735122971069998E+09 0 17 0.274008394872441E-24
2 4 0.158360898408340E-06 18 0 0.285462621474620E+10 0 18 0.106718803424982E-25
2 5 0.434698317323769E-08 19 0 0.111026723834172E+11 0 19 0.416085203582095E-27
2 6 0.126419232632688E-09 20 0 0.432437420146869E+11 0 20 0.162385021191575E-28
3 0 0.679396270843438E+01 21 0 0.168645796992161E+12 0 21 0.634301623958407E-30
3 1 0.386075346106767E-01 22 0 0.658463844958753E+12 0 22 0.247970665619027E-31
3 2 0.511945421516985E-03 23 0 0.257363648075223E+13 0 23 0.970134098346578E-33
3 3 0.925759551597935E-05 24 0 0.100688965165887E+14 0 24 0.379809494542923E-34
3 4 0.198323050963109E-06 25 0 0.394276940135329E+14 0 25 0.148792422736030E-35
3 5 0.473441940654626E-08 26 0 0.154516632356463E+15 0 26 0.583253664141699E-37
3 6 0.121891599238817E-09 27 0 0.606005350899365E+15 0 27 0.228759175634713E-38
4 0 0.232969831582935E+02 28 0 0.237837884227150E+16 0 28 0.897694194329735E-40
4 1 0.103132660024220E+00 29 0 0.934044327006108E+16 0 29 0.352446435611210E-41
4 2 0.112065717420996E-02 30 0 0.367042668878490E+17 0 30 0.138439467801758E-42
4 3 0.171733941607175E-04 31 0 0.144314801583145E+18 0 31 0.544022975498083E-44
4 4 0.319321489871988E-06 32 0 0.567720743601913E+18 0 32 0.213872293671388E-45
4 5 0.673589468807202E-08 33 0 0.223446718377083E+19 0 33 0.841128050610745E-47
4 6 0.155387496920286E-09 34 0 0.879864066859028E+19 0 34 0.330926192802685E-48
5 0 0.828125516965238E+02 35 0 0.346615317459863E+20 0 35 0.130242717111545E-49
5 1 0.300189948085710E+00 36 0 0.136602824432633E+21 0 36 0.512768697475794E-51
5 2 0.276230135970465E-02 37 0 0.538569122791867E+21 0 37 0.201942792321968E-52
5 3 0.367156395705059E-04 38 0 0.212414397335080E+22 0 38 0.795550137913116E-54
5 4 0.602845108627949E-06 39 0 0.838067064557891E+22 0 39 0.313496800721720E-55
5 5 0.113868696681443E-07 40 0 0.330763944601626E+23 0 40 0.123571824867294E-56
5 6 0.237843650468073E-09 41 0 0.130585493645876E+24 0 41 0.487215845823590E-58
6 0 0.301010415311665E+03 42 0 0.515706293913420E+24 0 42 0.192147216570973E-59
6 1 0.923729283261960E+00 43 0 0.203720374441581E+25 0 43 0.757971724548232E-61
6 2 0.737027657249730E-02 44 0 0.804980350499075E+25 0 44 0.299070707336008E-62
6 3 0.864801553650473E-04 45 0 0.318162877164564E+26 0 45 0.118030087781441E-63
6 4 0.127108614867106E-05 46 0 0.125783053068962E+27 0 46 0.465914059458768E-65
6 5 0.217327537008201E-07 47 0 0.497391629739196E+27 0 47 0.183954158802396E-66
6 6 0.414666178955787E-09 48 0 0.196731606363351E+28 0 48 0.726441745786836E-68
49 0 0.778296383242197E+28 0 49 0.286930180126248E-69
50 0 0.307969160751515E+29 0 50 0.113352985678111E-70
117
B.4.8 台形則に基づく積分値 (ω0 < ωz)
最初の項 (0,0)に関しては 13桁程度がMapleVによる数値積分と合致し、(6,6)に関しても 13桁、
(0,50)に関しては 14桁、(50,0)に関して 12桁合致し、精度に関して問題がないものと判断できる。
0 0 0.295508996630784E+00 0 0 0.295508996630784E+00 0 0 0.295508996630784E+00
0 1 0.687955007323318E-01 1 0 0.111245259313718E-01 0 1 0.687955007323318E-01
0 2 0.104786890484386E+00 2 0 0.427663263837158E-03 0 2 0.104786890484386E+00
0 3 0.253752102929535E+00 3 0 0.165798512431596E-04 0 3 0.253752102929535E+00
0 4 0.726357465284760E+00 4 0 0.645875154904197E-06 0 4 0.726357465284760E+00
0 5 0.226079879981867E+01 5 0 0.252410392784806E-07 0 5 0.226079879981867E+01
0 6 0.739868081036188E+01 6 0 0.988724776176484E-09 0 6 0.739868081036188E+01
1 0 0.111245259313718E-01 7 0 0.387988278240526E-10 0 7 0.250350169264933E+02
1 1 0.170211688352099E-02 8 0 0.152468635717682E-11 0 8 0.867543004923763E+02
1 2 0.165116073872001E-02 9 0 0.599861367597037E-13 0 9 0.306049965411122E+03
1 3 0.287974386937607E-02 10 0 0.236237348484299E-14 0 10 0.109477749759334E+04
1 4 0.642694430905144E-02 11 0 0.931132970688092E-16 0 11 0.395989927367345E+04
1 5 0.163848659691268E-01 12 0 0.367275531490973E-17 0 12 0.144540445592688E+05
1 6 0.453997978776234E-01 13 0 0.144960873172244E-18 0 13 0.531598171372148E+05
2 0 0.427663263837158E-03 14 0 0.572475165022106E-20 0 14 0.196770622077333E+06
2 1 0.515276857350429E-04 15 0 0.226195285927430E-21 0 15 0.732355765414968E+06
2 2 0.372049672404989E-04 16 0 0.894148589861176E-23 0 16 0.273874093817297E+07
2 3 0.508435313135396E-04 17 0 0.353603546128249E-24 0 17 0.102846235606028E+08
2 4 0.930577560534102E-04 18 0 0.139890580420826E-25 0 18 0.387633813933793E+08
2 5 0.200959803051281E-03 19 0 0.553619785567240E-27 0 19 0.146579554895119E+09
2 6 0.482879626091714E-03 20 0 0.219166459942053E-28 0 20 0.555896984947675E+09
3 0 0.165798512431596E-04 21 0 0.867891615868115E-30 0 21 0.211376888039708E+10
3 1 0.168768391438905E-05 22 0 0.343776809835110E-31 0 22 0.805664375208652E+10
3 2 0.978771409380213E-06 23 0 0.136206913417603E-32 0 23 0.307744538098600E+11
3 3 0.110180809047703E-05 24 0 0.539791324625449E-34 0 24 0.117783481497844E+12
3 4 0.171023108505217E-05 25 0 0.213968706101225E-35 0 25 0.451611279608901E+12
3 5 0.320423782620743E-05 26 0 0.848332913161073E-37 0 26 0.173447734117490E+13
3 6 0.679767899632838E-05 27 0 0.336409861039061E-38 0 27 0.667175812285167E+13
4 0 0.645875154904197E-06 28 0 0.133429728242879E-39 0 28 0.256998332462162E+14
4 1 0.576746450781946E-07 29 0 0.529314190996765E-41 0 29 0.991275802456214E+14
4 2 0.281066792496166E-07 30 0 0.210013626446022E-42 0 30 0.382818834988744E+15
4 3 0.269406361164049E-07 31 0 0.833394624468463E-44 0 31 0.148009996085280E+16
4 4 0.363212665787723E-07 32 0 0.330765177228147E-45 0 32 0.572869324666746E+16
4 5 0.601072909840366E-07 33 0 0.131296025595645E-46 0 33 0.221951298269127E+17
4 6 0.114161497581158E-06 34 0 0.521246529927346E-48 0 34 0.860737838127358E+17
5 0 0.252410392784806E-07 35 0 0.206962599309491E-49 0 35 0.334095791857031E+18
5 1 0.202438127642790E-08 36 0 0.821854904672823E-51 0 36 0.129788410900092E+19
5 2 0.854111422292507E-09 37 0 0.326400402084842E-52 0 37 0.504597808289917E+19
5 3 0.713694481641529E-09 38 0 0.129645155852859E-53 0 38 0.196327311181933E+20
5 4 0.850809347629601E-09 39 0 0.515003219749749E-55 0 39 0.764407325843482E+20
5 5 0.126107406960049E-08 40 0 0.204601932532908E-56 0 40 0.297825509511697E+21
5 6 0.216833373271139E-08 41 0 0.812931348133964E-58 0 41 0.116112033953825E+22
6 0 0.988724776176484E-09 42 0 0.323028385859449E-59 0 42 0.452957322941555E+22
6 1 0.723801623307371E-10 43 0 0.128371496554384E-60 0 43 0.176802925672668E+23
6 2 0.270047395667417E-10 44 0 0.510194929270078E-62 0 44 0.690497315193189E+23
6 3 0.200206571084969E-10 45 0 0.202787830471550E-63 0 45 0.269813702199235E+24
6 4 0.213989487412838E-10 46 0 0.806091860495805E-65 0 46 0.105483679556318E+25
6 5 0.287260024198233E-10 47 0 0.320451884218244E-66 0 47 0.412587694918969E+25
6 6 0.451240853920245E-10 48 0 0.127401806855747E-67 0 48 0.161453728703897E+26
49 0 0.506549264152311E-69 0 49 0.632080407357696E+26
50 0 0.201418830883634E-70 0 50 0.247560394271535E+27
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補遺C 単位変換表
誘電率 s = 12.40を用いて単位の相互変換表を与える。加えて電子間相互作用の大きさの指標とな
る e2/(4πsl0)、および閉じ込めポテンシャル h¯ω0に対する電子間相互作用 e2/(4πsl0)の比を計算し
て出力した。この表から、ドットが小さいときは電子間相互作用の割合が小さく、ドットが大きい
ときは電子間相互作用の割合も大きくなることが定量的に分かる。なおこのとき計算された eﬀective
Rydberg constantは 5.92860156 meV、eﬀective Bohr radiusは 97.9372818 A˚である。
半径 [nm] h¯ω0 (meV) 磁場 [T] 温度 [K] e2/(4πsl0) [meV] e2/(4πsl0)/(h¯
2/(2ml20))
1.0 1137.30868 658.21220 13197.8388 116.1262 0.1021
2.0 284.32717 164.55305 3299.4597 58.0631 0.2042
3.0 126.36763 73.13469 1466.4265 38.7087 0.3063
4.0 71.08179 41.13826 824.8649 29.0316 0.4084
5.0 45.49235 26.32849 527.9136 23.2252 0.5105
6.0 31.59191 18.28367 366.6066 19.3544 0.6126
7.0 23.21038 13.43290 269.3436 16.5895 0.7147
8.0 17.77045 10.28457 206.2162 14.5158 0.8168
9.0 14.04085 8.12608 162.9363 12.9029 0.9190
9.8 11.85720 6.86230 137.5963 11.8572 1.0000
10.0 11.37309 6.58212 131.9784 11.6126 1.0211
15.0 5.05471 2.92539 58.6571 7.7417 1.5316
20.0 2.84327 1.64553 32.9946 5.8063 2.0421
25.0 1.81969 1.05314 21.1165 4.6450 2.5527
25.7 1.72788 1.00000 20.0510 4.5263 2.6196
30.0 1.26368 0.73135 14.6643 3.8709 3.0632
33.7 1.00000 0.57875 11.6044 3.4434 3.4434
35.0 0.92842 0.53732 10.7737 3.3179 3.5737
40.0 0.71082 0.41138 8.2486 2.9032 4.0842
45.0 0.56163 0.32504 6.5175 2.5806 4.5948
50.0 0.45492 0.26328 5.2791 2.3225 5.1053
55.0 0.37597 0.21759 4.3629 2.1114 5.6158
60.0 0.31592 0.18284 3.6661 1.9354 6.1264
114.9 0.08617 0.04987 1.0000 1.0108 11.7301
表 C.1: GaAsドットの半径を変えたときの閉じ込めポテンシャル h¯ω0 (meV)、磁場 (T)、温度 (K)、
電子間相互作用の大きさ e2/(4πsl0) (meV)、一体エネルギーに対する電子間相互作用の比。有効ボー
ア半径は a∗B = 97.9372818 (A˚)、有効Rydberg定数はRy
∗ = 5.92860156 (meV)である。
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